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Def\‘niuo'n “ Sean ER, du &m:eﬁz (X,ﬂ,?) un espado LL: proBaLf/iC/ag/ 04}7:‘/79, .S’ey.vc/e/v‘mg
- Funaende  la fndoh de  dishibucicn g
Diskvibugien - ‘
Ge(x) = ’P(hu: o =% 1) = P ex)

donde X ey i variable alsatoria.

Se obsenn lo s:guien\te
N R (x)= Z?x("(i) . donde Px,bﬁ) = ?(pr}((w'):xii)

%i:x.‘sx\

@’-) Px(xi) = Fx('xi)—\:x(x;~) dnde  Fx(xi-) = ’A’mﬂh; Fx(4) n Yyt > gexi tox



3) Fx(~e)=0 4 Fx(re)=|

4) Fxc (%) e enstante o feeos y conbava a la derechee ((Fac (3= Fac (x) )

’Daru una varicble aleatoricc binomial, se  hene (o,\ Sirfu‘aen}‘ed d"aﬁmm‘u

?x(?:)

t 7
\ 2

\ectures aleatorios.

En olgwnes coses, e necesario censidear tambieh vechorea aleatorios, es deciv,
de vanables aleatenias

X = (X‘e“w Xr\

considear up uedhol

S

r

/3 I N A el 5

Lee
]

——a4

el

qn
T T T —>
\ T P
Pwdemw

r Jara M;A
akq /U/:a,L !

eon Xi'li=24...,

bn ea“e senh‘c(c Se de;ma al wnjum(o c‘e probab/)r‘c/aJm
(Px L'Xl,.A,{Xv) = p(%w\'}C(Lw):Y.,. = :Xlr(.w)f-%rl,
tomg la cla‘sh i\)\)do'n ée probal)ih‘do.des &»l Jeckor aleak)rro X 4 a [tl Aﬂuvg

FZX— (7(»,,

i X _F Pllw: D (w)exi,.

3| (w)dk 1)

ded vechsr oleq ton'o”

con X e para = ’l""«': 2 lo Jenomina Afna"w,; (/@ K//Ivlr/'gudugr:"g(,,_w#a Jel veckor X0

Debnidon M-

-’Inc\e])enéenda Dodas los variables aleatorios D, <445 X4,

de yectorea -
P ('{Xi = &, Hevmboy

Wech % ER con (‘(‘-l,.w.,rr © eg,«.iua(en“emenle

(DLQIQC\EB,',,.

esfuy se clicen /noépc‘m/igm‘&; Si

L 22t Y = DX = b ) [P ADE L 224 1)

‘ Xré%(\) = P(’L’CIEB‘.‘()"' PUJCreBI-U

porc todo B, BER & B el w(\jvndb de (og Boreliano e .

£ speama

Sec. (RAP) un espuuo de probebilidad, X una cocicble dleatoria con valorea

;)(:KX.,,.‘xw\' 31 dedinimos

wrgmm

Az wi X ()= |

endonaea

K
KW= 2% L a(w)

i=\

[\: 0‘__ 'y 'C'

donde lw wn}uném %A\.“..,AL\ {Orman ung pf/rh‘dw'\ de 2.,



Mhiuok & Sew (x,d,P) un espavio de waabi//c/od' Pnits, 2 o variahle aleatocic,
-Espemn%;a-—_ ce dehne lu eipeson  © el Jaler medio de  (n variable
®w
2K =] & % EIx, ..., = X
F':

- -

2
Elxi-= f xi P (4i),

donde  Ai=}w: BC(w)= x| y Px )= P( A as; €4]m'da/€nfemén"€
Elxl=2) &P (),
=i
51" rewdeame s Cee Fx = Fx (xi) 4 oMo

Afsc () = Fac (9 - Foc(x-),

enJDnc.eA come Px (%) = AFx (%), e‘/\'bl"o&s se A’(gue C(M
Epa = Z“ %X A Fx (%)
=

r?ropiedades de la espeunee.

) S X >0, eatonces El<3 > 0.
2) ElaX tbY 1= a E[x1+b ELY]
3) Si XY , entonees ELxI> ELX]

1) BELIx% ] EDeeB], | |
9 S X u Y son independientes, EIxXX¥I1=EIXI-ELY] e
6) E[>x¥ ELx > (E =1 Desf&va\dad de (owochy~ Schwor.

?) S X =Ula , EDxQ = PA)
PG 36)

con O«\\O CDﬂSj‘af?f‘eA

1 A { A » ’7 i Py IS - +h y \
LL (‘&EUWUS}"QLRGn CL ested {?mpé‘éth (.?*é‘z: eatct EN ’f'\’-bcbfl!-Lj t - ".jw""»f) /\ (5r t“o‘h/”v'/

Teanstormueidn de varidbles | |
Cea X o= L %ilm) dende Aiziw:rX(wW=xil 4 Sen ¥ =¥(X(wW)
un funaen de 2wy, 81 By = wi (X (w)) =1if, entonces

(X)) = T 8 Lejlw)
N

4 wnsewentemen fe
Elel= Z— i PR = jZ‘ §i Py (9
J
pesc ademds | ea clace 4o
e(X(w)) = T o) daiteo)),
As, se conduge Ge, con Y= |
ELYI= Eletx)] = ? (i) P (i)

(&



Debiniddn | 6 Sea (W AP) vn apado de probobilded y X una vanable aleatoria, e
-\arianzu- dei')‘he e variarze g, ol denotude  var (x) per

Var(3¢) = E (- grxa)* )

Una noadn im por h{ n*fe sch fe lu varienza @ Qe estn MJ ree (e Can h‘ da(f alé (./ I'f/f)g/fiv;” e
loy valeoresa de XC  alrededver de ETxI

El nbr)nero o=+ Var(X) S conoee comoe la des uiguio, etbonthr [ de DX el lvalr| mhedio
<1

Propiedodes.
Wac[x1 = B 4+ (Eba) T
2) Vor LatbX ] = b Varix1 con &y b cenclantes,

lovarianze, Dadas  das variebles  alecteiior,  se Jchne [a wearlanga  por
v (3, ¥) = El x-e =1 (¥-erxa) (e)
Si \far x>0 Y Var [Y\§>O, enhn(& coe c(e A‘n@ e( cc~e£‘uenf‘e U{e (;omeL‘uvffr MO

F(X'Y): dov (%, ) @)
V Var[xJ - var [ X1

Sl luJ Ui‘«fx'ublf _X 4 & Lon l'(\t.-\e'(we‘\‘\t “n jY‘é\ U.n\"()ni.»(d

Var (324 ¥ )= Var (3¢) +Uer (YY)
Teoema ).
Ree. (52, 4,P) un expude de ()roba\a:hdaci disvebo gy X vaa warable aleakia 0o regabe,

en Bor\uea

P(X»e) < EIx1 o bedo € >0 .
D em OSH o (.f\’v‘\ .

Notemos e

X‘ e X ﬂ[ﬁ,»\or_(xw + X J;]()\E)\L (:X: \) Z/ _>( !LCE,-'\\,Q‘; (-X:» >/ é _U[é‘,ifp(; (—X\

pa-

4
s, por \os pfo()‘lG’c‘(*:de‘¢ ce {O espefant b ()

ELx12 & P(X2e)
Gotolaric  Sea (1. 4,P) in epacio de protochilidad  Frik, pa foe € >0

) PUIx126) € Ellxi/e D P(Ix12e) = Px% €2) € E [2x21/e>
N P(lx-Epcdl>e § = (Var X Ve ) P 1x-exI| /Vwix1 »e) < V/ex

E’Sufbém(‘: Lxﬂ g.',\ii LCA JMHC& l‘lajme;c&
Con sideremos el sijua‘anhz s gema derominado agpeme de Bernooll,  séo (2a, An, Pn)

con
Na=)iwi o =lay,.. an)  G=pi, /‘—=(,A..n‘ I(n: VA Aecgznl
P e 9 A-p.



De fnctmoy 1as uanu)p[& a/mH‘MJ. _Xm,.. ,Xon  donde  Xni(w)=dy r=d....n  dme
w= (.., an). Se Sabe e la) variables  Xni Son /'r?t‘epemffenfea e idenbeamen te (//‘f/n"bw&%,J

'\)n(‘)(m:‘):p FI)n{'Xan):é@ i=1,..,n,
La yartable  Yni desgibe el rwlbude  del  ex peimente en b 1-ésime cv‘;/a/z,;_
Debirames oo (W)= 0 4

e < K ket

\

/!\S‘I e Si)jlé (‘Ue PG 250l Sf\ T onan
I Sn =N ‘:) > En Sn‘ -
n SOt o= p

En ohan Pa\a\arusi lu Frécbnticl te| Ao Saln , windde cor b pro /fvi/‘Jaé/o@ Exito
Ast, pedema prejunl'amos, wante dibee [0 Hewende Jnlp de (o ﬁ/ol)ab///‘/adp

e Unu primec Gprotimadon se da cvande intentnmos  n >0 soficienfemente peceso Y
pgra n Sdhdeﬁ“emmh@’/ f'ﬁ-}nc’ei en e3€ (o no podcmo_\ @ perel Q,g (a c’@vr‘aa‘y;‘, :/ﬁ
Snlpg de p sew  menur e £

+ AST, con sidee mes 0cpet v ast tenemes qe

(P(S—“ :n) =—P('X.=||_"xn=l) .

n

e " Sn
P ('ﬁ =o)
Por obve lade, une puede demoshar @e

”Pn(

i

P(Xzo,.., Xn=0)= qn

SY?-PI,}E) —_—n O wancio n —+co,

Pora ellp, usande el +€0remu b, se hene qe: )

enTo nees

Ooman Gﬁo X = Cﬂ /n. Y Como Uar Sa =Npg,

3

P

Cupih o 2 Fundaments de ] o [t de P"fl"a})’/f(-/t;fé'@‘f.
Definicion 7.

Sea ST un wr\jvn"“c de @solbades  pos bles de n expeimente aledore 8D ol oo
potende.,  cdebnimos  los siguientes teeminas

=rP

>,5) < Var (So/n) _ Var Sn _ npa _ P% _ 1 _ o
a8
o

ngx nt et ngt Ungez nro

) Un algebra @ voe dase AP tal ge

’.ﬂ-eﬁ
*Si ARBed, enbnees ALBEA  ANREA
+Si A€A, enfones A ed

2 Una medida Gm’l’amenjre adiive @ wna ap//‘caao% 4 A=+ L0 +ewo] fel e

° Si ANB=¢ , entonces  #(AUB) = L(A) +u(B),
o M(s) < +o.

®



3) Una 'r—dlgebro ¥ ey un dlgebro- Qe sah‘sﬁace\

S An€ R , n=1,., entonce

VAne® y (VA €EF
n n

a la clupla (Jl,')i) Se le clenommq Espaci o medible.

¥ Una medide. finikamente adibiva es conteblemente adibu o simplemente medide.
i para teda socesion de elementus dt‘sJ‘unh:.c JAny con YANAI =g 1)), entonces

Y7, ( U An) =2 H (An)

nEo neiN

5) 'Jna medidg se die o--PinhLa si exiske une Socesion de goentos Sl € F, arl tala e
SJUNL=¢ s l"-fj 3 Unfla=50 tales Qe

U(s520) ¢ teo ¥

6) Una medida confoblemente (aditiva P lsobre ona o"dlgebm qe SQA‘S‘[QCB Clr) =t se
denoména medida de  probabilidad o probadilided.

A \(,L H[’J(Qh& (Jl,h"“l;)) Se i(i d@y"«_rgnnnu E,;;';Mu'cf o€ pnbdm/:dac( 0 J?.ftbuéi//?zzaéﬁ.
,PGCfec\c\c\es de los medidas  de prcbu\njfl‘dac‘

Seaw (2, A.P) un espado q\e probabili dad

Y Ple) = 0. | i
2) Ci ABEA, entonces  PLAUR) = P(A) + P(B) - P(ANB).
3) S ABEA 4 BEA, enbones  P(BYZ P(A),

9) § A€A, lenboriced PLA)= L-P(a)

5) Si An€A wn nein y UAnEA | enfones

4 (ftl)C’lNA") £, Plan)

AN

(onsideemos \o tumihia 1Bal€ A , Con
n n,'
Peol= Ao 9 Bnz= An\ (M/\ A
. =g
Asr, se Hene e Bi S Al para todo U u pu lo tonho
| Y 3 P

(B < pini)

d‘@ C[om')e co Mg ‘@ '[Or“n‘isc \Bnﬁn CA c\;‘s!'tJn%a. gn/'\onoes

\ \ S e\ 2 Y 713
?( Unﬁ,;w An) = p(Uan Bn) = 2, 4(Bn) ¢ L, M (An),

/
J
NNy )’x( in

Teorema:  Scan (12, 4) un egpucio medible Cprobubilizable), P vaa mecide, Finitumente
i odibva  sobre A con PEDY={. Scn efcfuanlerd"&x { ag Sigul'en}‘& afirmacion e

1) Pes s-odibve Cie. P e vna proebilidad ) (o-abibua = contoblemente cclipua)
2) Pu} conhinua intesiormente, es decir g 3i AneA, n>l ful e An&Aay
(_sueesioh creciente) | enton ces

| PR & ’p( Dwﬁn)

n-> o n=i



3) Dea cenh nea s,g,pe;iormen)‘e er deciy para Ane d on nem on AnSEE
( sueesion decedente), entonces
Espagos lebesjw, T;‘ PLAQ) rtj ( 4@)
Lema 20.% = £0

Vol )

’D;%O Chammo.”) P e conbnue en &, e Secir, pora da€d con nEin 1'71/ Qe An 2An4 con
N5 an =3, entoncen

[;m ‘ P@n) ='FO

pt o
Vemoshacion
()= (@ . Notemos Qe Comp (4 fami/r,;, (An) o creciente, entones

U An= AU (e AU Az a2) D)

nNE

A;r. obtenemas | voa umq/n d:sjmwlc de wnjun’rm g eur (o ﬁnﬁu

? (L\)emAn) =P (AI U(Al\Al\)U (A?\/\'z)u

]

P LA+ P(A2)A) 4 F»(_Az\;;g),;_
P (&) + P()-P(I0) +P(#2)-Plaz) + .

= \Tm ?(An)

New 10

(W) > (2) Seo nE Y, enfonces
rP(/ln) = D(A\\ (A\\An)} = (A -P(D\pn)

!
odemo's‘ la U oON )}A\\Anﬁneau ex C(eu‘en{"e 9 tomo

U (A\\An) = U A\nAr\C = A\ ﬂ (U A$\> = A\\ L\) Af\) :A\\ﬂ An‘

nemn nein new nEw nem

Aer, poc la propiedad anterior, se Sige Gre
\‘/m P(A\ \An) = P ( U /.\\\ﬁ-“)

N—s t+e2 \ heny

= (\u\mer\}e . oMo

o Pla) = PLAD = Tim Rlanse) = Dl P (U asom)

Nt beo N9

5 O(A\\ - P (A\\ Nnew An)
DAY -P(A) + P ( heub L An)
(n /Ar\} V

nell\)

1

(

e Conclut‘e lo r@gf‘/bey}é\or.”



(2) (W) Tamediato

@ =>(1)  Seq (An)eA  una familia de LOnJuFJTL doy ados . Notemos qe,

C\e Q\Ongge‘ ‘}DVWU\nJO {\Bn\,: (U,:;i\ /ln\ ,

sobemos | e (2n) {

ec  degedente g ademal
Bn @ cwando n—++rw0  entoncey
S ‘ 3 !/ lﬂw \
Z:Q(AI§ = lrm Z’ P(Al) =4 !Tm P HAY /,\_\i'j
i=y N-s to V=t Nt s =1 4
= ]Tm

P(DC’;)-?" 5 A
J\;‘A !\ VEn o ')

Nn— two

Feo \ o IR o

P (U Ai] - lm P (1) A <P U ﬂ)

\ i=t //'  Co L / = /
30 Qe f’Ondu:{e {O fe.‘»‘ﬂ{v.ue'{[do.
(P(C’Q‘DS&J\,G}WB SJGGV\J-[ una medida o 'fw‘ni'{‘q sebie  un espade CJ?_,“A)' \Anin €4 Y
A= ITM amenc An | e decr
A=llin | mtan = |l svp An,
N— O

N A
'erﬂ‘onceA

w(h) = lim /l/ﬂn)

N O

~ / > " . p———. = T - 5 . k \ /
SGCC({Lr\ )\,i N l’_L-nubﬂ&;s‘dg——‘: &'\‘l':j‘hivbk(’,\(-”

(Dei&r}ido:nt*qi Una {:Uf\do‘r\ F:—R se dice fvnu‘o}) de élfs}h'budo% iy}

> es no decreciente
> ex conhinva a la derdhe
sF(-aeY=z0, F(reo) = |

Noremes

" Qe vnu Jlmu‘o)q de is&'%::tb/v /7}9/)@ a lo somo vna canfidad pomesable de .ra/fm,
En etedo, sea ) el conlwn*'-o saltes

Flg) - F @&-) "-‘j‘
si @ wnjun% no £uea romeschle, no se poede tene que 24§ by < |,
See. R = Digh Sy, clonde

O Ji

X<
Sc@d = !

S X2K,

entoncs  se hene pe Fd-w)=zo0 Fd(ee) = Z'j bJ' < |, Ohseve ge F=R+Fd

ex una descomposiden  Unica con Fe conbnua.

Dehiniden 900 Una dundon F en chsclotamente conhinue en R con repecto o o medick.

Lesb&jve & existe wna rﬁ’mia}; Fei! ‘/Zz/ Qbé’ para 7‘%&9 x< x| se
tienc Qe

Flx) - F(x) = / "% d A



ST T S . _
“Phoposiian [a° Si Fley una funcida de diskibodicn absslotamente icontinua § enfonces
existe fEL', fal e

> 4 20 en casi todas partes
= J:ev HX)d’X‘r—'( L x
* Para tode x, F(x) = [co £) dy=¢

A este Hohadd eelld denomine' densidad de prolobi lidacl.

Dehnivon 107 Una fundon se denomina singolar si no ey idéatcamente | cer P ',
existe 4 es igual, a 0 en casi tode ponto

Los Fvndonea de dishibocion disoekes €on sin vlare_s, po tambien existen cA/na’oneJ
singulares centinvas, poc ejemplo la escalerce de” Gantor.

Teotema 6| Sew F una fundoh awtecle. no decreciente won F(-w)=0, y denotemes
F' o derivade.  clonde exigtn, entonces

l) S=4x CF ) exiske w O¢ F'(x) ¢ HL} enfvnc& m($¢) =0 onde
(m & (a medide de Lesbegee).
2) Fler' |yl s xax!
Vee lema 9.2 xt
* Proboobilily /; F'iy)dy = F'(x) - F(x)
A Gradoate course g x
Alan Gunt 3) Se de{'me Foc(x) = ./:-w FIC(:)C[,é g Fs(x) = F(x)-Fac(x), enton ey
Fs o singolar y lo descemposicion e Oniwe en wsi todo puato.

= ' 9 U ) Iy : ;
oo, (0.0 T2l 4) Una fndoh de dishibodon puede esvibire come  unu  com binadoh  convexc.
Piq (3%) (Unica para casi todo ponto) de vne disuetn , vra Jjingolar conbnue
vna contindG.

Existen dos rescitades pe debesminun  vne reladen bivnruoca enbe hincdores e
i st buada N mediday  de probabilidad.

Lemd. Coda medide de pfcbubilfdar\ L ep(@,1) determioa wu vénu‘ch e distri boaios;

Lema Vxer Flx) = 4t (3-0,x2)
pég 25

3],

/D@mm)crac)o/n y

Dencﬁemos (s1018 Ix= 1‘@;X1, PCHO %OQ'\:O x€eie.. /-\ST, es C\Gro Qe Tx € Bor (W)/ ast)

la medida
\
,U(.Tx) £ l((j—m,x‘_(}
| . !

esta Q\e"(\,nic\o. Ast dehinamoy

F((y> - U(,fx}_

—_ : " f‘\ =1 7

:"\,f‘, C\\B\OQYT\OS Q{O\‘OO(' Qe - SC)%‘:V‘Q(EEV ‘(‘:“ 'Lﬁf\f{f‘:{v}l"‘{u de ‘o\(ée&moo\n q)

> DUGSWLO Qe Bl XIS N emlom& Ix ET:}, como M & una m@c!}cfc( ce proboloi{fc(acf,
(:’Yi*oncﬁa

,L((l—x\, £ !(ij)

r

3 " E ' /
@ c\&c\o Qe %, o {‘UG(on CU\U“LI(II“U,?; se UJI?C/;./_'-JJ\/? Qre - es hno ctf’r;w_fzifﬁrwié



¥

Sec. (Xn)q uno. Suaecidn C.f’cuecien*e, cwo\%(ero. tal @ Xn—> X. AsT, g8 f'\‘?ve e
Toxn — A |’ Nl Lo © T
QET‘ por ‘m0no¥0ma Ac {Or n“ec\:c(a, Se f’ﬁ{ﬁ pe
HA(Tan) — ae (Tx)

Y. mos Gk ’Trnix,\gix U Txn) = l/(l}) =[F [x). Poy (O ‘\Zamlpl F éA con{v"nua por f%’l@d’?a

F(nu\meﬁe, %mon&o (Xn)n  tal e XAn — -0 wa (Znln decreiente, entonces

{ \ i .
g, Moe aun, bomondo  (Xa)n ¢ X g (n)atx  espectivamente,  de e ge.

¥ F(~c0\,: ltm (%) = |k U (Tog) = u;l () an> = u(@):@,

n 4 cb Ynie - 0 L new

3 F<+CO\\: ||'m F(X\: \r"‘ /u(r'ﬂ"‘:«u( U TX») = U /u[tj) = 0

¥n - O xn t +co nemw

| A I 1 7
Asi, se wnclu3@ e M de‘ine vno ‘(Unu'o'n de distibudion,
Hos \‘n{'ocmudén en  teorema 1, pdg g 127

Teoreme. 6. lode furuda de discibﬂoﬁ; F debemine una medida de prdashiliclac 4 en
] (R®) o howés de o ecvniidn
(=] pg 85

Vxelz Fl) = y(3-c0,x7) ()

Teolema |~ Teocema (de @am%eﬁddri‘- Sea 2 un espocio, A un dlgebrc Y P-s(d
elo G‘—c')(ﬁebfu mds pc-;qa&ﬁcg pe conbene a A, Sec My o &- finita Faniig

[2) pog 186 y - aditve medide en (52.4), entonces existe uvne Ontca medide.
en (2,5) la wel @ wne. extensidn  de Mo § schsfuce ge

LAY = Lo (4Y aed:

béc caidn 2 Varighles aleatorias, Espeanz

occ (sL, F.P) un eypudo ,pfc\oc.‘bali‘ el ,

Dehiniada il = \osahle aleaforia- ‘ﬁm varicble aleatotiac X ey una funcion medible
aohre los nbmees reales con los borelianes (B (R), B)

X, ®) — (R, Ber ()
er dectr hwi X(WEB\ € R por tedo BER, eguvalentemente
X7'(8)c F.
Teocems 8.1 Code variohle oleatoria sobre (2, 4,P) indue on eypado e probabiliclad
(e ®, Px) por medio de lu correspon dencic
feo 3.1.3 ¥ocRalm) PxB)= P(x'(®)) =P (Lw: x(wedy) (42)

[23 ’
Se Kene en-\’nome» Gre Pue.«pe escsibirse Px = Po x*,‘

@)



:Demo 5‘\‘( aci o’n ’
Poc debnicion de Y%, Se tene e

Pelo) = P(x"(B)) 20
Anora, sew YBnla B una familic c(isj'unh. de dande
Pe(Vea) = 2 ([ Wen)] = P{Ux(8))-T2P(xEm) =20 Pl en)
n n . N n n
Frolmente , como
Px(R) =P(x () =P()=l « R(@)=P(x(e))=P(2) =0,
enfonces | Px,(,le‘(“\‘nc Ut madic(q de pfobabih'c\QAGS
Notemos la familia % X(5):8 =wf forman wa cloge mondtors jura todh Anaon
P. En partular, si X es ouna varigble aleatoria, @ la clase mondtona md pepenc de of qe
contene los  conjuntes de  la forma ,
fwr X(w)exy,
c\onée ‘X€Q Asjy pocﬁem% QS‘C{;l)N
| B= Bl X

¥yoa px (u Hamamos /a medica  de c\fs‘h',audo}m c(e pkobab{/irfacf 4 @ wc medide b
p{obab.‘lfdod asoucde loo la funaoh de lef/TiAUa'Oi/‘ﬁ F por el teotemq 6 asi, t1enemoy ¢e

Fx) = u (I-0,x3) = P(xex)

Teotema 8! Sea (@, 7?) un espudo de picbabilided, enfonces X @ uvne
feo 212 [21  yaricble aleatoria si ¢ solo $i para cacl némeo real xR (o
en un conjorto dense &lj’ ®) tenemos Qe |

EslE X (u)y & % et

Demostracign: &) |
Notemos que el problema anferor lo podemas escibi eg,u'ua/en&evnpn*e, como

(Vl’cov XI) € ?: 5

¥V xe X!
A‘\nora, Yomemos s o T s R = =1 ’X"(S)({?ﬂ. Ast, se fi'?ug'gjg

pItEe) T XU )T el R,
Yy & Pora %Odo‘ SJQA con 36'3/ Qn%n@ e

x*(jUSJ-) - UX(s)er.

J :

AE»’, A e estub le pol wmplemenhi Yy uniones ocbitrarias, e dedr @ una cese
monotone  la cval  contiene  conjuntos de lu Horme

J-wo, x1

los 8] \e<,x g@,ne,rar\ %m UE) m’dasé warxJo se r@sg\w’nﬁer\ a on oon'm"o Jenso.
B Vor lo fanto,” B (RIc@ 3 pu lo tanto X' (B)ER para coda B € Bor (i2)



Ast, pue definidon X es una variable aleatori
DO"C( () esta ey f\r{ufai_

Teoremg Q. Sea (@, #P) vn espadio de prabab///'c@af, 5; X ei wna uan‘aé/e
aleatoria @ una funddn Bael medible, entonces f(x) es tambie,
unu variehle aleatorq .
/
Demostracion-
P. o,

(x) es una variable aleotoria. P D #(x) e mechble
Notemos que

jf[X} = 7{9 X146 1 i

W A X))
Asr

, Se  figoe gre

U

b 3 f \ - / v\ o | "" A LY <
fL/X):\/ (\](O X)(\J.)f =) 5\3[(9(/') :L;/-g/‘&_i

(Le c\om')e/ comQO

X F(Bec(®)) € X7

7 W\
(Bor(R)) = R

Vedtor |aleateria. |

hora, vames @ discubr la nocien  de vectes al@ul-odc, este e Jole un vector en
el ceda componente @ one varia ble aleateria, Para jo effvdio es sofiden
considerar el case de dimensidn 9 o agoy de dimepsicoes mdi alte; no
k"eprea@n‘run ona. diferenuc wnskdc*rc(b[e

AST, wﬁs'ic\eremw G/l caso \:ic\imc‘r\&‘onal. Sea
€= % (x4): ae<xeb, cened = Ta,bl xJcx cl:('
pe Bor(RY) = o (). M aun Fum bi en podemas condiderar

D=3, x> Bi, B € B () k,
Jy aun Se hene @e  07(P) = Ber (RD),

nci’@ mos

SC’Gni X-‘f cles u_aria\olex aleqborias en ,(57—.‘,’?,’9),‘ se debne el vedor albetorio come
ona funaon  medible

(,X, Y): (52, {F) - (,PZ,BW“;Z)?’)' «
T ademds induce funo medide de 'W@‘D&‘Ji“cfad‘ en el PZOH,O rea| ol
5f3u‘:®n+€

nma nerc

VaeRor (@), Pyy (a) = POw: (X(w), Y eat) = P(10,v) € AY)
A conbinuacen se presentu v resvlteds ana’[cd:o al (fevemea )

T@fema § ]0 .Q’a XY C(OJ c/armﬁ[ex q[t?a/'orzaf
e 305 (37

F o f?)ﬂ_uo}) Barel medible Jp ooy
variable, entonces F(X\N) e e crighle aleotory .

17
Demos racion.

7
Acdloccrnente o dermos Tration Idel Tedreime q, Tondmas gee
(8]

f(xY) = (folxY)) 52—



Cb ClOﬂCjQ
: i P B : . O )
L]Cc ()('\/)]‘(Emmlﬂ = (XiY/e® + l(t))m (ﬂZ)) c !\X\\/) ‘(5(;1 U&f’z)’ € [/~

: " , = =
le. blbmea  contenencic nes dice Qe el mapa (x.v) pf@@cm ceda o, e boeliano b

doy c{imen&'omﬂ en el r;ogj'm*o . Ef Je ‘pm@ba do /0 S'gu/'@nﬁa manes.
S} A= BixB> con B‘QBCJ(Q), B FBG({IQ)/ @ﬂl‘ﬁl’?@{:‘;

(x.¥)'(8) = x (BN YV '(B) €L

dorolaric |14 f/, X, ¥ son dariabler alestorias ventonces tambich éhfm pin (X, ¥),
max (X, %), X+ ¥, X=3, XY, X/Y . ladltimg coriidere YO

Teorema 112, Sec. Aoty vna gucssion de variebles aleatonas, entoncey
Yeo ».1.6 [31 _ - :

'i”‘/' X ' Sop Q(n" (Im fn{: Xn . Ur;’? o X,

n n n

n
Son uan'able.x‘ a(ea{‘w:b/ ho neceaan‘amem‘e f’m’f‘aj

Derostrociont  Coneidosomes el cago  supn Xn. Para el mismo, notemos [0 relacion

Coc§i=l ()} K< x|

N
n

FYxem: ) supn X
A&T, pur el (teoremey 8),  se 3\8&, pe Sup, Xn & una uan‘ab(e aleatoric.

pO\ro (oL CoEQ is rG‘:‘}‘C«(\{":‘é cConi ch‘i"(c ,Tm up Xn = Tml SUQ Xn
mn

i ng

Definidioh 12 - Una voricble alatoria X1se dice digcetn o contoble. si existe on conjundo
nomercble BeE®B (R) tal pe Plxen) =t

Ejemp(o: Sec AT R, se c\ekme le. ﬁmu‘o/n indi cdriz por
ha 52—
W faly= ] 1§ weA
O s weA
Claramente la @ ong veriable  alepteria  si A€R,
Gi 1/33\3'@3 UnNQ parhdo:\ contoble de 2 , es decic Qe
AQA =g si jei M [')Ai =54,
en“nnuas se }'iene Qe
l = |l = Z.VRAJ
J

U‘m. dax de ucﬁuble o\\eajro ne ?mwr{'anjre e l& Sijw‘enjre.

Debiniadn | 13 Sea } (AL b =0, ki donde los AT dehinen una padbuion medible
de S2 los (bl €@ definen los  «pesce» de codde Aj, enfonca  se
dekine ?u vancble aleatoria

e S, e T S
elw) = 7, b laitw)

Y

[ = |

a unc and('m Qe pvede essibirse de ek forme. se denomine uan'aer
B oleatoria  Simple!



Espetanza
¢ 5 Xes vna variable alestoria samp‘e, e decir puecke eseibirie como
X(w) = Z‘ bJ f[A‘-(u)), on (3 1< teo,
JED
se dehne la espelan2a Como
ED3 = 2, by PUA).
(€3
- @."mid@'emo& unNe uqriu\zle_ olm{-or'»o ar-Bi'}raria pmiy‘w"u& (Xzo). ?ara ([OJ em‘eros
pcSiHUo m 4 n, el ccnjunh:»

Awme = wor L < %(w) ¢ ik ] € K.
g= 7 an

Por ofve lac'\o‘ parc da m, clejrim‘mox la uanabie aleckoria Xm J’;'mp/e wn el 007“‘17"3

Y Dmn, njamy por lo “'aﬂf\’), se debre de & Ji‘jai‘errfe manei
ma® €

XM (W) = nz_:"\ 1_"?’ _’lﬂmn (LU)

HO:S CLU(H} Se E\ene % Xm = n/-lm S’I‘ }f) 50&3 .flj n/Q"’ < X (w) &(nﬂ)/zmd
Por ebro lodo, e cdare’ ge  pora cadle m !

b‘w: Xm(“)& XmH(U’) Y 0 £ ()((bU) - Xm (U-') - ’/Qm ('3)
As, por (13) . S m—+w, enfonwes  Xnm — X asi,

G | o%m (W) = X(Ww).

M= O

‘or olve bds b eipecone se ALL& come

_ o 2 L |
EDa = o ED6l <im0 2 Pldm)=lin L & P(]2exe ﬂt‘j)
m Mero lne) am b 1L gm

M-+ o m—ers 0=t A
Ademas, si pata a?gum m, Elxml =+, entonces E [x] = teo,

Finalmente, pora X onu vatisble  alectocia conlquens, definimos

X" = miki X, 0% N X~ = mix 3%, 0 (1)
wn o ge se fee qe
K&z XL 4%y (19)
donde X'y X sen varichles aleotorics po&-“\‘f\m.\.
Ahcra, considerande (19 q Pu los piopledader de o WSperana e {ij'a;e e
(16)

ELA = EIxTI- BEixl.
i | . j
oy aun, conde b esperanza existe,  tambich el denott por

EDa = [, Xluw) Pldw): &



S(: cbserva (4*8 IXl= Xt X~ (/g)

r&@%ﬁn!‘ﬂoh,,;l‘i. & die Qe (e, espenani & una vacuble alectoria X et fnitel 5/ | X*a+o
def 2. (cose) 1] Y X-< e, por (B) Se fiere eguivalertemente ge e Dnita i

Eaxil ¢ two
Enoeste coso, se dice ge la integral de Leshegie e abiolotamente convesente.

?fopiedqc;éa‘ de le esperani .
L Linealided: [, (a%e b¥)P = o [ xaP+ b [ yap
2.. Adibvided sobie conjuntes, sea YAitiere F disjuntos

XdP & [0 /A XdP

Ui A ier
3.1 POSiHmdac{i §i X > O cosi seguramente  en A, eptonces

X P Zz O,
A

§.. Honotonic,, §i Xi & X< Xy casi Jeguramenﬁs en A, entonces

[chlp S/ X o P é/ Xz P
Ay A A

5. Valoc rr‘ec;lhio: i a¢xeb cosi seqguamente en A . aP(A) éLXAP < bpla)

/AXclP’ < [Ixtde

+. CON@@enw dominede. fi (pase Yn= X cayi s vramente en A . parc tode n G
™ I Xn| €V cosi Jejvrame/:fe ea A con  Ja NelP <+, enfone

| /xnc\P =[ xdP- [ lm XodP
A A

G.. Des»}qua?c?aab de mo’c{u{x)

-5

N=++c0 A N~-b o

2 \ b " j v o . L -
©. Q:noeiﬁenou menctona.  Si Xn2 0 cas J‘Qj;,«ramenfe en A 4 XatX cai segoramente
| ™ en A, entoncey

lim fxndP:f XdP = lm| XadP
A A A

n—e t.o n-» o

Note (e el resultade oblenide e J//’n,i/t?--” a (o NRG14 eni
L‘{Cn)mu({u

1. Tn+%-(uu8n per Lerminos: S I.'f [Xal dP €+co, enfonwes 2 IXnl € +co casi
n n

Sequinmente. en A, per o tank 27 %o conveye  cali
e

Jr:iy’wu mente en A y

ﬁ <z‘,'x,,)c\p= Z /A o d P

o n



W. Lema de Fobou: §i X20 casi Seﬁuramenfe en A, entonces

/ lintatXa P = lim Tﬂ'; Xn 6“9
A

N= o N+ o A

I, eonuaﬁ@ndu acoteda. Ji limamre Xo=X cosl jequeamente
porc tede o IXaléH cui fé(juf&m&lz

I /A ¥n dP = //.\ XdP = im X JdP

N +00 A nPHe

‘?C?XA‘S“Q ”{ {‘ﬁl Qe

e en A, entonces

A ‘purlh‘( de _Qqul" , Si ne ge e.s‘pe‘ca%#cq naJa, Je Jcpond'm' Qe /w c’ar‘/ab/@ a[eaﬁon‘ag
estoh | debnidas en on etpadio de probeblidad (2,4, P)

Teotemai 13 Doda una variuble alestoria, se verbco qe

o < O O S| S0 Ry Vs 1 8 SRS SIS P MU SR N 455 5020 1L P S S S
ko 8201 |33 L PlxIza) s EIXT € ;)fz;Z?E*le&L@;n,f_ (14)
n=p 1 | Rl et R ‘ BRI o RS e i

donde EDX1 ¢ +uo Siysce si o ere de lo ewadion (1) converse.
Demostragon A |
Considesemoy g familio | & coniunm An=1n<iXl <nuf

asty NAnbn @ ung fami/ra
c\is\')\mlfc\ g puf le. Pwpiecl)&c (2)

Lo
£ Ix) :[ ‘X\dp = Z.‘ [ lX\c\p
U Aa hzo A

n

M\orm N op‘icomos la (pr«opieckucl $)  ualgr me,clic, o coda An, se wkw'ene e
‘oo

‘o s <-4
o nPA) € ELxT € Y e PlRra)= 1 3 2 nP(An).
n=o n=v n=y
Aer, Yeg)-g PtO\)O( Qe
Plaay=PIxlzm). 1 (%)

C(‘na

idoande el metodo de Abel para sumaty i para"a(@ parc N2 1, Jge j(q{,e @
N <

n=o

M +
S dPUxlza)-PUxI2ne) = Zhnmnt P(Ix120) - NP (Ix1zn+1)

N
= 20 Plixlya) - NPUIXIy v

Poc Lo tunbo, e Sfjve Qe
N N

~
20nP(An) € 2, PUXIyn) £ 2. nPlan) + N P(Ix1% N+

(45 } L (Q'\)
n=\ A=y 4%

Foalmente S\ vpluemo) op‘icar lo ()rop‘rec\ocl c"e\ Ug[u meclfﬁ, fe f/jw gve

N POIX >N < ! %1 dp
/“\({‘//NJ.-‘:)

N

Por Lo Jﬂm}o, v ELIXI) <+, enboncey el Olhmo teemino de (29) | convere a o wendo
N—=+0 4 ast se gbhiere (), Por oho lado, si ELIxT = +w, entonces| &l Sequnto trmino
en (10) c\\\)ej\c]e cvoande N—+w | asi (W) ea ciertca con ambal | lados ;'S,ualﬁs o
inhaiho .

&



lllll S@a X VN uanbb[e a[ea}o'i,a g f Wy é?u‘oﬁ) bare(“rhed:'ble,;"em‘oncea ce
o 222 [23 tiene gre

[, Fixas) dewr= [ 60 Ped e (a2)

siempre Qe tmbes lodos  de o ecvccich existm

Demos hacien ’ |
Sea. BeBor(w) 3 1[= Ie entonces  ge hiene e por el deorema B s tere ?G 'é;b'clldc,;/

N

f {(xw)) )= P(xe®) = u(R) = ,f £ B do)
S ji?‘

/--X%OYQ‘ no%mo; Qe pa f_m@a)fclaﬁ u’e la ?nffq/a_/' el ré’_tu”z;d'/% Je manfv'en@ g fomamw_

£z 2200 Lep (es)
J

\ i | o i ) 5 —
una Oﬂno\a\e Q\@Ux‘oua Jimp!e Ea;ada en I& pa/hu«m Lon i{,wc- UZJ,EJ EJ‘ \/, vna 7?'7’?00/1
abiana Borel medible podemos debnir une voesdn 3 Fmim de dmdvnes de formg
(29), tal e fmt{ en dodes potes, ademds , como poa awda m

,;L fm (50 dP = ﬁz fo P

enfones , coondo m++wo usando la puop/@r/ad' e wavBgentia monotona, entooce
[L Loeyd i ﬂz fmc{Px(w
Teoemu | 1S Sea UL unit ’fw.u'o‘n byrel med\‘b‘e de ®2en R, se hene Qe
teo 322 ’ |
/J. F(xen, ¥ (w)) d?f—jm& 1x,9) A?&A(“mw
siempre e oy tnlreﬁm\ea existan

‘oo resolbade del teoema Ve 2 Liene  ertones gre

3 ‘F‘O ¢
EL{00] = /TR 2% dPx (%) = / H) dF e ()

[ 2 — 7 / / ' - /
Aof\de_ ?X (&N \CL medi‘do {“2 ')YOKCO_\N'IAOL‘ i{nd_uan ! p(rr >( 4 I'x/a Afﬂu«)ﬂ. (/@ a/,j/f/_/?//ar:'n
‘qm_\uddc\ por X, Por oho ‘CA«:&o, ambien podemoA waclvic o /»‘n@a/:‘c(ad de /&
espefanza. En etecho,

Elx#n] = (x+¥)dp  (%d) = / xdo,. , (x:¥) 4—/ W dp, (%9 =EUICELDY]

Xy el "t i~ w? '

D@L@iﬂ!@@!ﬁ lon ac® >0, entoner ElIx-al) o loma el momente abso(vho
de X de ceden ¥ scbre a.

Usande le. L’J.Qﬁinioch lb’) y el (teoema (Y), se Eiene ue

: , P A
|x-aldoy(x) = / | %=1 d P ().
-

Ellx-al?t] = [ﬂl
(0



And{%umen%i se  tiene que
ELO¢-ard = / [ x-a) dp, ()
w

i

reo "
/ (OC"Q) " C/ Fx C”/")
-l

-

£y 2
For c=1 y a=0, se cedoce « [~
X. Por ohg lado, los momentos alrede
e wnowen Como momentoy  cenkeles. P()fu [

3 [a wal $e wnoce como lu mea//a e
dor e (a mc(,{/q, devs, con a= B3
=2, EA uonoudu como (a Varianzea , +ar ()

Vor (x) = o2(x) = E[(X- E(X))ZJ = E[x*] - E[x3%
VE)C la C‘L\,cuc;ci\ un’rer:c., ﬂo{‘emcs [c‘; Sicjw‘ef&e de‘mjm'\(lm.l
a2 (X)) & £ [[xe]

Yo cudlguier nd mere pesibuo p, e dice e X peterece a LP = {P(a,2P) s
y sclo si EOxPil <+,

Desigualdadeg

Exichen 137\3; NGS (‘:'fgs;(wu‘\dué\es de interel.

Sean X, Y uariqbleg aleatodas , lepetw  con Py g exp onente coqjugac(og; asT;
Helder: lElxy1l < Elixyil ¢ ELxP1® ELIvIa]" (23)
Minvowsei  ELIxxniel' < Ebxel’ + E[LYITT" (an)

Un cose pacheclac e obhene con o 3 g iguales a 2 en (23) . eita @ le c(eJIj«ch-
ded de (de\:s Sc,hwar%«Bungc\Kovswj

Ellxs11 ¢ ELixel” ELIvIA] i (25)
Po obro leado, si fomamos Y=, en (23), Se obhene
Eixl < ElxiP]" (26)

’

En (2p) , Yaimplu%an&o | %l por  IXIT b esibiendo r'=5 = pr, £ tiene gee

i Y
;«‘"C‘pounou-‘ : ED X,\r] /I& IE [,(X\sl . con OL<Y < 5£+c

7 i ¢ ¢ A - — i \
‘?ropoﬁd’or'\f lo: Sea 8 wvna dwnuon wonwexu borel medible Y Ellxi] c+eo ( xX.el!))
pés s0 27 enton Lea

De mosh GCi o;w y
Por conv e*f«c\or\ oe q, Sohem oS qe

i n
[ » { 1 -
q ( Z_" Q\J j,i ) < Z‘ Qj' 4«\_(__\) 23)
l:\ ltl
D o G ) \ Vol 3 / A £
Con l.$:| A = ! LONS: OCR iy o\ | ¢ 0 X NG Y mpl, Si, |ge Cne
.0
E[-_X.K Z /\],.1 \j E C(.X = ¢’,e /;\?& [0 -:,}\



Ley, por (1B, Je Sn’jve el resoltaco  cesendo

Pidposicen #: Desigualdad de Chebashey Zu € una dwvion etz famente parition
creceate en 10 vt con Plu)= ‘9(‘1{) A X ung varichle aleator ic ia(
ge ELvlcrw, (@NEL) . Ash; pom cade #>0, % tiene e

Ylxlza) <« ELe0o].
v (n)
Demoshacioh

(
L

Poc el teorema del valec medio, se Liene Qe

Elp(x)] = e(x) d? > / E(x)dP > e@) Plixlruf
5

‘R | x> ui
De don&e, Se Cooc‘n;:e Qe

ELe()] 5 PlIxliyau)

T ndependendic.,

’Dgﬁinigg;};i,,,,,,%ir IhéependenUu- na ;@rrv,f/m Je u‘am'u.Hé?j aleatoriag H(J' x }é\i&n {

Se dice Independiente si para calguier coleccion o corjuncos “borelany
VB lsisnl se tiene e 2
\

4 4 1 n 7 ;
P(f ’\%_,\-GEJ“\/‘ - 2 TT V/’x_(e%')
4=t A=t

e En el caso de una familia arbibaria de wariables alectorias , esfw son
indeﬁenclienﬁﬁ siy solo §i la debnicioh se verifica para cval guier subdam-
i finita,

> Se dicgn imlepenc]_ienis@ clos (e} Ao.r 5 para ada ear son /‘nc(epend‘:‘enfm

s Lo debnidon rmpli=s  gqie par‘alcua‘@uiet Jwbconjmo‘v de variables alea-
torias de {X{: €ign{ ey fambien independienté.

Teorema | 18. Unc tomlic de uvaniables aleatorias 1% leisnt @ i'ﬂde;oenc’a‘erﬂre <)

pa’g R R \ il ; z

% / 1% <€ ﬂgt) = TT ((XJ' ¢ %),  para twdo (%,  x)ERM
J

Vemoshads on

& feﬁh (‘X . %a) ERT Y %”XJ' Lol e an una 7/52)'774'/{0 J’v t/au'al)/a; gq,/@a)lof/'w. wa/ﬁjgu?/a,
Tenemos g

O
" 3

<

IN

\ n
%; \/\’ = _]/( p()\:,é yj)

.& ( / =
4Dmdncfo E’_g Z:l-f‘-c /_‘1‘ e ?rﬁr@ M
v A \ L \
\(ﬂ\ ‘et‘\/:ﬂp(xf’aj)
(= T |7 -

Qedproaamemle, tomondo ?’j:]'w'qu e\ cval e fsm:‘i rvwé‘r\;[:(@; se, f/;C]o@ el
tesuliado | deseadq

@



Teorema 19 Sen ’)'XJ; lessnt ung %amf[r“a C‘e L/arfaued a/éahgr?w ;"nde.pendiénf’e,(; 4
Leo 5.2 [23 5'}1 :_!ﬁé;iﬁ“ﬁ ﬁn;i(;f‘.(ﬂk Bcr@‘i‘ m@diblf:s, .’5""‘{1)!’1’./% (e variables 0@07(.0“1&"
Y (%) s 1€l&nl sOp | ndepgndyﬁrﬂ‘c—’&,

4
rDemos}mu‘ on ., -
Jeq A € Bor(®) | entonces por hipotesis 7] (Aj

=
n n g
1 r\/ ~ e = \‘f
AREZ.AIE Ali=] (] 7><j e {AA)‘
_":l J':'

m

(N

il
un a uarialg‘G r'f%C{GpGWCi!'EMi!?' para cacle J-'

Ast, comp Ay ue miiémn‘@, JL/(Xﬂ &

Teoeme %0| Sean )€ <N <. «nyg = N 4 s funiiores Borel medibley
1E(’o 832 [B1
)(‘l m‘ﬂ. -

%’L: ‘Eﬂz_h\ T l?\

dp M — m
,}wf l?.w'm"“ — Q.

(il jrumi‘(g le u\aviu\;lek aleotorios 1 X, 2 leienl @ independiente, entonies

loy vatidaley oleatnriad
{l ( x“r ' Xn.l) ] 41 (Xﬂ.,ﬁ,.»-, anS Lj I U /’: {Xn‘-'“ T Xm‘\

Son l‘ﬂée?encti@w{#eS‘
Teorema a1 fear X,V do ugv}o\\gi.e:\ gl,eo}ﬁuaj fncjepend‘\:eﬂ_@' con eipemnta /7‘01%0,
beo 333031 enorces  ELXYI= EIXIELVI
Fotey de cevisur o Aemo;&'rau‘o'n del Georeme, 21), nofema (o fi‘ju?en‘*e. Jean,
1 |o medide de probabilidacl inducide pec el vector (X Xe) en (TR 80 (27) "y
la familic de. medidas de ptobub”iclm:l Ay Wy leigny !,rwlucjc(& pur cada Xj. en (B, Bor(R)),
se Here lu sigoiente e latieh

n n
un ( X BJ‘> = 1T 4:18)
L= :

donde notames X4 By al poducke B X Bz x:x Ba,

Demostracioh  (teorema ) , \ _
Cong; deremos el gedoe alectorio (X, ) |, GYHUV‘CEA. P el (%emema 1<)

— Pae | !j \
ELXYl= / XY dP| = / XY dp,, 4) = ,/ X% clp (0 o, )
{fL J/ nzZ /“TZ'Z &

=[x do, j g deyey = ELXTELY]

®



{ . el A . X
‘QO(U[OHO: Jen 7\ Xj: ’)é;snﬁ UNu {'mrwﬂm CL? um:oE(@J m’eabm‘m ;fpclep endl‘er!ﬁsi aon EJ/)@K?MQ
mbc |, entonces

ELT0S x] = T2 £Lx
Fjemr:(o . o S ~
Para n22, sean (5, F.P;): teient ewpavias de probabilidad disoetos . Debnimos ol e4pacio
pto&uc’m
SL" 1= ST Xeoh XSy
el espacio de s n-vples W= W, o) clonde Wi €Y. y ademds , tenemos @e
PrAwnt) = ’\T CARIRAY

FS‘}U med do de  probabi lided s denomine  medide prodocky 4 l nokames P= X;-i. 1
Hoy aun Se diere Qe , Si SjeT pae codelysn, entonces

w

pdg 58 31 ( x g,) -+ PJ‘(S)'} (28)

‘4(' \.ll

Ahora, sec X; una vaiable aleatoric en 2  Bi €Burl®) colguere ocon g/.“z x™(8;)

entonces
Sj=l wien: Xilw) €8l

A':?T. 1‘)(;( (28)

Pl Xixemn|= X g TI?(5) = 7 21 x e
3=

= 1:. A=
A\Y\\?‘V(D . PQ("Q Cada X:‘ , e CLG"\'(‘E ;Z:\ A@. lCL _(ijuie'n{‘e ‘ﬁﬂfmq
;Zl : LJZ_" hn) N UR Ber U?))
Lol Qe para todo wear, X (w) = X; (W), enton cex

f)',oo Xlw) e} = >< Y Wit xg lwy) € Byl
J.J /j»l

s
! }J(j(w3eBi‘( T STuxe X SZmox b wpt X (wy) €83 x Zjn x X
De clon&e, por  (R),  se MjLe que
PY ({\ Kiewt)= TTP Y Riensy
(=t :l:‘
Tor lo tante, o fomilicc 4 )T,l l¢ienl g inc&epe'nclienjce
._j@mPlD A

Sea U el cho n-dimensienal

@ 'U“;" (K\'...,‘kn\ ., O0< XA'& l y 0$:s";ni



Con ol espado (™ Bor(RY), 1) con R" el e:sKado evclideo, Boc(R") ym* ol copundo

by boreliona g la medide vsoat, respechuamente , entnces @ on eipado de pabub,-
lided. Fotonces si ge restringe o (U Borli?) U", mr), &fe e un @puo de
probab li ded.

Yor oheo lado | sean Y Fi 1<ienl fndones Borel medibles de vaa variable, Tales ge
X, ., %) = 7 (%),

entonces lu Lﬁmilf& de variables aleatoriag ﬂXjf leisnf ey Cnclepenclren‘}e, En pam‘rw(ar,
54 16‘(7@’5&{, se obhenen log N coordencdas en el cbe.

_»Ei‘_ ‘Egmplo,, .
nl (RY, Bos UY“), (&) pcSiUe Consfrus( unc mciic\o boéczicl &n (Ou medn‘c’OJ Ob}'é’nlc/a.; perc

cade. (R, Bur(@)). Sean '"HIJ-:léAsn‘(, se dehae un au'Jwen#e manesa,

(X )= AR

)

para {'Oc)@ BJE Bor()  con £jen .

Teordmol 1| Sea ' Pj' una sucesion hnite o tofinike de medidey  de pfc'oub:'l‘d&c,( en (T'Z»Ba(fi)ﬁ

teo. 33.u [31. o e,q/u.uolemtemen*e de fundone de C_th“rlbL‘in,n, enfoncey  existe un épado
de Pmb&bedud (52, F.P) q vne sucesion de vanabley (ndependientes 3 %) 1<jen
taley e para cada J‘, f()’ es  una medide de pfcbub‘lidoc( incocicle pes

Xi

Capitulo Z  (onvergendy de Variablei aleatorias’

(Deg\ml)é[\bt Cﬁnv&fgge_,uglq,_@Qsi;,&egd&_.(c.s,) Sea 1 Xn§ vna Suce;\i@v,) de Jaiiable
&Lethrius' Se d'ce @e converge Casi segu;amexﬂe O X ync uc‘r.‘c(b[e
cdea\'cr;gl si sclo si existe on conjunto cle brc-babélfdad (o medida)
wla, NV *'a:\ e

Vewes2AaN ¢ Jim - Xn(w) = X(w) <tco,

nN—+ tw

Vetemoes Qe Pos o Ponh:, 2L pe,r(m“e Qe '& Jcmi‘oy’] c,:'u‘&ja en ovn wnjum’b C.(e m({/:‘cg ok,

Teorema 3.2, Uﬂa Scwsioﬁ cle. uun‘a&(@& ulecvbfiak 1%nl.  converce Qi J‘G_C/”fom@nfe
teo w1 (2] o X gi 4 solo si pars todo €>0, ge tiene qe

[im P(\xn“X(éﬁ, Para tedo nzm= ¥

m— ro
QC{-N{\ vale n”e m@ﬁ(»e
pus [ s 3 | / . A
lim| PUlkn-x[>e| Ipaia Glg\m nzm) =0,
M = O
,‘—\ f
Dem ostracion i3 ‘ 7
=>. Suponaamos qe  Xn —* X | i, existe  un coojunbp  ce probolbilided  au o & tal
4 " [ G i 3
@l Slo = SL\ND. P(jrg m>,l' lehnamo s
+ 0
Am(‘iﬁ = ’ E;XX"'X{{:E%.
N=m
Asr, Amle) torme | ung| Sugesian credentel con la incwsion Ce Con( yetas . Vor ofvo lady



para (e € o, por hipdtesis, existe m (we e 4ol goe
A [ledes ok (UYL < €] oot M s
por l \anb Wo & Am(&) HHG Ql&un m d £ OP(O@OL’OSV AS',,GQ hj”e %

UAm

de dbnidb, | A
L= P KU’ANQEO = P( IJ:\"—‘-#AAM(E)> E | Iiw (D(Am(ﬁ))'

™M= b

M0 e Qer(:
/=) rReCfp(O(‘;c.men¥é, supongamos qLe

n Pllse-xl =€ #¥nzm)= |

m - 0

Asti noteme,  ACE) = Urr:r Am(e) |, de donde se Sabe ge PlAe) =4, Py oo lad,
se tiene e §i wEA (W), entonces , Existe m (wo,®) ol ge

|Xnlwe) = X (we) e & | H¥npm.
(onsidosemes (En  una sucesion decrecente o cero ( poe gj'@.mp(o I/n) 'j tomando
o
AT AT T T e

enfoncea |
P = Im P(A(%))z ]

n— 0 /

ch oho [0(90, seo wreA,, enfonces | por C_’ékﬂiu‘@r’\ | ¥n (w) - X(w)lé'_& parc. ¢n_ N /u/v'a'en-

temede Grande 3 por lo funto, par todo wE A4,
Xn (W) —= X (w)
donde P(A) = 1. B decir, divege en on wnjun% de pto\oa)J{,l'L{&o( nula
Dehinidoh 3.3, Convergenda en! d_&abjlujm Una swcesion  de uariablet aleatories

h Xk, Se dice ch chuefae en probabilidad (a e waricble X) s
para Yodo €30 ,

™ ,'7(lxn—x\ HE y=0

N—+ ¢

Teoreme, 3.4 Seu 1\'anlw

un& SUCE.)IO() cle uanable\ a'eu{-ouas S:

De moshacion : ,
Parc. tods £50, se tiene Qe
CPIxn-x1>¢) ¢ PQU Ut x\>a&) i P (1K= X [5€, poru s man)

mz N Nete +L2

® | B



Vor lo fanto, si 31%a§ Come/&e coui | ger{ummeo%e, entoncer  tambied Wnvess e en
peooabilided Y

j\leokem% %‘5 Sece Y%t Une socesion de variabler alectoriay .
eo 403 L3 |
(,.(Ofoc}qwzcuoﬂes ? 7.\9((\(1 Cdm?gzgemﬁgitﬁ_eg@ur bmemLé §iY sdo )i

de (ouchy ) ( ( e ] , : ' '
e jgw? lXn=Xml>& para algunes msnsik) =C

° %ol converge  en peobebilidec iy sele si
liod | PUlra-xmlze) =0 |

,y\—u-no-é

Meorema | 316]  Sec. Al yoa Svcas‘od ol doiables laleakoriad . S BiliGK

en pro abilidad o X!, enhmceu _existed unc SM»'fi"mh:%ﬁ’?ﬁ‘,;g qre.
onverge | cawigeguiamente & i

}
'DemquGu on -

proogumos Qe )\V'Xn‘\ cor\uejﬁe, en p(O\Oa\m‘l\‘c‘oc;{. AS/// éx(S)re n En> "‘&[

P (1 ors: | Xnw) - XCw)| 2271) < 271

PCH(,. K>1, %a“amos N > N~ h\ Qe

PAwesz: | Koulw) - X(u) 22751} 4275

AST, Cle“ir\c.mm

Sez U dwea [Xnilvd - x(uw)] 2271,
(I3

NO‘}EYT\OA G(\“ﬂﬂt&j Ve {C.ar JU(I_’.E,;'U;) (Svﬂ & C"eoeu@njre‘ por oho [aJo, oﬂe#namm ‘
G

() S«
k2t
AS\/, sSe Slj\,@ Cj).e
-k ~r=t = =
PR ET S s E T

Y por o fanho
?(5\ = le D(Sd: 0

K —=tud

_&,ﬂlgh‘d: 3. Sen 1%aY unc Sweesion  de variabley  aleatori as | Asi 3 Xn |
P‘Lb&bl d&(‘,\ B | XL S | Sc(o S\ CfLC(C( Sbbs\)(&lon 7\‘Xm,
sobsocesien 3 Xny; | qe ccnue/&e a X con JSequiamente.

C/C,ﬂ,b’é’fgé &n
conbene w0
Corclacic 3.8, Sean § unc foncion 'continua o WX unal Jucesion de | danrables
aleatorids

o) S Xh fr»k enhnue.; g (Xa Q_: >
b) 8\ 4X n i‘“)( en*@ngg\ @ﬁxj%sr—fa (b))g




(Dé;m'dlm@-iql ‘lGDn\P@genut« en Up+  Sea A%t una sueesion de uariables aleatorias,
entonces  Xn —£ X (wnoexﬁc en L?) si

Lo i%d P

D %sesvecion Eq,u\ uu\en{»em ehle | &

Demos)ﬁc\cio{n
s Pora o p(imerc' 7(}("@, notemos Qe

P I5EE = [ Ml ey 0P

= [ﬂ‘\\xw—xl%épi Ae

/M Jﬁ\,h xiP> g0y cJP ?of Qhel:gsheu
E&r |
/[Xn—XIP P cvando  n—++wo

?Gﬂl \a segunéo pqr’re S\ ouponemos | Xal €Y (en cosi todo ponto.  con E(\,{.P)<+w, )
sin pérd éu ce qen(vol L\a& avpomen&o e X = 0, & S\q\g ae

gL X" :/ IXalPd? 4 [ |XalP dP ar+/ . ¥f dp (28)
i | Xn

Ix1<€] jilxmaa I2g §
Asr. wmo Xn —» 0, entonces  PAI%nl%EY) 0.
[ Propesiadn 5. G E[IX[T1<¢te0 « lm Plan) = 0, entoncer
Fiee 2, 3.2 [3] (rm / XdA=lo|
: An

N—r+o

ET\ PO('MU\)\C{(

| / XdP = o
N—»+co Pixi>ng

i‘DUY‘C,LD (v} P(Opomuﬂﬂ B0, owo E (\/P><+w 5 dodo 9,\@ P(} XrV\P/EiV)"’O,
enhoncex

/’ Yedp =0
| “Xn}’/ﬁi

de donde, si E=>o0, se sige que en (28)

I | [ElXalfl =0

®



(\)0( lo tanke 1 Xn e O.

[TeokwoT212] | Seo W uno  Gimpslelalgier  SKIE S0y wilghsiaisg

SR ER]
B e H

Ho's Cw‘n,

eI )

c!aru{en bnn Em’éhquccé en el e$p&uo_c\e [01:3 Uanu\olel Cl.(ea(’Orm&.

i

ST e
RIS ECTE R

§$Dbé 308, Sil ixP S had bl Hodb 'oume en AQJ'/&WHIP =0, entbakes X= 07

n coyi tede punto!l

':\)emosﬁuo‘o!n , (%eotemo 2.0 v v
Para @(obor e P clepme una Vméhj!'[,c\ | nojremos Qe
C\@ &YQY\V(DQ v po( e\ (_tfergddo ?)-‘?’7’ )

se  sobsfaee | lu ce&i&uq\c\qc{ -%xian&q‘\a( v asi, poca todo (eal x., «

PO | Ixrul L IxI] 1, [
L+ Ix+s] T b 4xl L4 1N

& [\ x|)

(polr,Sifr\eh‘\'o‘ Sopoég(},mog, Qre \.\.S\ i\ ., asi
AR ERIIETE

Woeada 1] [ d) o[ [l abesdsb=lod [ | | [ ] <. :
VI x4ul |+ 1% (14 0x+9)) (L& Dy I+ x| L4 M)

Asr, p{X,\{) C(GLIY\G una | medica.

| : 18 :
rP(Z\m 'la primesa p()mle Aei {'PO(G’W‘G‘ mc%em'os Qe
i | 3\

del [\Jrcmemg 2.10)  la primeo afirmucon del (teoemy 2.2) Se
)

3 ) }
iene | mosrrama | 4

| Xan l =0 | ¢=> | | ¥%nl Pl
| 4 I Xn/|
,@6,0. poa é?o. ’wawero,, & lker\e Qe
exlgle] le>] LIl [ &8 ' Jxer.

DG. _donée, Se Sigu@ e\ (C&)Hoclo c",Qseado.

A gy

.Ubsemuuon‘. En E\enﬂa‘f | I 013 2 2
- ' >~ Convergenda en,,pro\ocl‘oi\ic\qcl no impli cee Converyende en Lf
Hd&_ in%rmwm v COnoergench, cagi Sequra No impic& conqef&enc?q. en LP
pdg.}3 [2], poy N |

Qetcion 3.9 T Lemos (e Berel -l Cantelli

Un (}:nceph) m punLan’re en teoda c\ewn_\uﬂjrm extd reladionado  con «lim sgp »

«him Tob» echos  se pueden definic en walguier espudo  arbifano S2.

' Debiniaon (314, Sea VEalh unc sucesioh de sobeonyiatos de U, entonces.

| /“HX':’ il as Pél ol feo’prow

p(x, M) =0, enbne ElX-Y|=
X-Y=0; ast, X=Y. Finalmente, baste proboc ge

@



reg o | 4 oA

i’n’i supP ]_ z [Ufu En 1 N ;,TmTrH‘ En \-—-

5
&

- : o=l (] Eol ¥ (29)
ol | ﬂ’=li'“-*§n§: 1 | il | G Tl M=n !
Ademas . cbsevemos que
| | | fesis) L
im tat Ea = { limsop Ed)S ¥ I (30)
N { | A

,?poomg\rﬁig 9 Un elements petenece o |imsop En 81y solo s perencee (et
mente muches En. &l |
b)) Un elemento pectencee o liintnd Enl i Y sclo & pe:+enece a Jrvdas
les En « parhr de dedo n " i
‘(Demos%rucjo(n'. . , , |
Pare @ , un  elemento perterce  a infini famente muchos Ea | sil 4 solo si o petenece o
todos los  En o pachi de ciedo n; ast, poc (30) e <igue el ceigltad

A

L (1] \ \ [
Ahoro, ! &1 w |perterece |inkhnifom ente 1o rmuchos | Fa's| entnnces pertenece  a

Fm = U Eq por codo Vm,
nzm
\Uego, ol wns)rrucoio:r\
+0
WE () Fm = )Tmeuth
m=»

G

L] - L
Qedprocomeﬂe, g WE Nmes Fm . entonces WEFm pora radal m | For oonflrocl.'ccmn, SUPORGaMNY
ae W no petecee a on inhinjitamente  muchas Fn, ex dedr petecee | paral un ndmeo ticido

DE esta manéso ;, Cxiske yn pén\) +a| Qe

wegFm = U Fa pare m7p.

0 . VL . Yo ) il ) ]
\)&0 le gon*#mdxc@ nue:%m h\@oL&rg {,ue»_. Wwé ﬂm:\ Fm AST w) penLene(e 8] If\"[‘(VTer{?nfc
muchos En.

En un lenguuje mas intuikive, se dice Qe el evento "Tm&;p,\En owme sy sobo s
los eventos ~ En ccoeren (muches veces  inhinitamente ) iohinitomente  muchar  veces g
se  dencte

)\/msup(\ En =3} En; io b

?vr ohe ch\o, +0mbie’n s@ \[iene e

P Ul’ma\;p Ea) = |im ?L U En> 4 P(lrmrinEn> o ))’rg P( () En)  (a)

n mzo

lo demestracion de este cesoltade e inmedink.

Teorema 2.16 - Piimerl leme de Borel - Cantelli- S ABaiantf{s 7, e ticne e
T TRy R k.

Derrosiracion: : 3 |

Por le de:irjuu\c\ucﬁ de medides de pro‘oa\o{'};c{m(, w tiene Y,

©



Ast. puesho e poc hipdlesis, lu serie @ convessente  entomca o cola de la misma convere s,

ceco, e dedir ‘Z: n;vua T’(En) — 0 Wthde m —+ +eo . \i. junb a la C’L’«‘-Qr)a‘c{o"{ anterioe
{ - "~ "-(p - { r&: " ‘t
O\< Lm fJ ( ‘,7 En) LO = /fm P( '\) &ﬂ} =
W= b0 \ Nz M= o0 \ A=At

Poc lo tanto, \(;umi’o con  (31) se Sigee el resultado deseado.
Teoema 313 Sec (Xadh one sutesion de varidble aleatoiiciid entonce  Xn ox lo < 4
ko 422 Bl gdlo s P(AxXal>e.iat)=of para todo &3>0y
Yemoshadon:
Usando lo notacion del (teorema 2.2) | consiéeremos | pary EX0, arbikapo pero A'j'o
Am = ﬂn?fq %l € F—i.

De donde, e Sige Qe o i
Hxnl>e iof = (] Ullxnl>et = /1 Am,
Ass, poc el G’eme"‘& 3.2); sclemos ge Xn%fgms; 4 solo s gc‘«:(o'k lodo &350

PLaey =0 P [ gem 1M 128} 50 2 oshol wiis +o.
Pec (o Jrcmc@"o, Lomo (\/—\r%)GA one Sucesion  cececi eate, enton ces junto  con (. L“.pdh,:,l se 050
el resoltade  <esecdo
‘Uno-pwebq alternahiva de | Gemema 2.0) Puede sef reaizade usando el tecremc antewr
Pt may tnbocmadon  censolfer el (tocreme. 4.2.3)  [27.
tesiema 318, Sec (Bnln  una sowsion ide  eoentes independientes), entoncey se fiee ge
teo da4 [2] ZLn PLER) =+ =>P(1Eaiset)= Plimespa En)=il.  (22)

Demoshacion
Por (31) Lene mos e ;
| P Iminfa E5) = 1m mmvew P o Ec). (23)
Aserros , dado e coda En @ mciepenc"u@r\\ﬁ@, entone  EnC fombien (o es; de exte maner,

Pore kKem, se zlaue

Q}éx ¥ -~ \ ¥ \
P (Nt E€) = TSa PLES) = TTaim (1-P(Ea)).

Ao, pare tedo x>0, se Hene pe ez l-x, vsando eto en lu expf&si()'ﬂ antesior, o baeo
Le +B S8
' K —P(En) S o
ﬂn:m ( )‘ - P(En)} s —ﬂr\im e = @ ) 2_ w P(’En)
N fomando K - +wo , enfonces por %ipo’jﬁsis 2. ::m P(En) — +w0 ; asr O il T O, aego,

por onotonTa  se sigee g

P( ﬂnlﬁ Bae) = Ireveiol P (ﬂn‘:m Eat)=0,

(PQ\\'an'{'n Eﬂc) £ 0,
?;nuimen¥e, por (20), se sigee & cesultado ceseado.
|

La \‘mpl(cﬂ/dc;n de (30 se manfiene i o8 cventos VEatn son independiente doc o do,
Seccion 33 (on vergencice  voucy. ! !

Yy e conduge Qe

G:nsiéexemos b(n)n NG Suce.s'ic(n c(e Uaria\a\a alec:«{vn‘cu, enfonces. S (Xn}ccno@f(ge 0‘0/;7
linte , eptonces  la socesion  ores pondente  de medidas de proobilided (Padn deberia
converger o dgun  fmite en algon sentido.

Una pimesa preguata sefa, & Existe d lim nvsw Pa(8) pon fodo AEBes(®)}

Dehinion 2.1 - Hedida de subprohabilidad-  Seq U une medida %ﬁm.. (R, Bor (),
con MRl enbonees £ se denomina vaa medida de aqbprolmb:‘/l‘céd

Dehnigon 3. 20 - Convegenda vaga- Sew  (Ma)n una sveesicn de V",‘-’-d"d“‘té‘? shpro b‘*b"hda‘gi
Ce dite @e (Whn) conves e U“ﬂﬁmenk’g ‘o M. une medida de 5“""'9“’5@\3“'0(&& 2
4 wolo 51 existe D un scbwnoatdense-de - tal g

(YaeD) (¥bed) (adh) W (A u(3ap1) )



ey o (k) becuolo de, continuiclasl  de 4
T » " \ ‘{’Q/UC\O gy _ A UD interoclo ce conhnulcloel e Iy g
e(’\ idon 3.2l Se dice que oun 10 :
Dehnido SC\o si f\'\@'o n b son O&U ™Mol c\e M, o Cled( “ga’bg)____ zd»tﬂxbl),

Qomo  convendion, &€ Hene we USabl)=0 cwonde a>b.

Teorema 322 . Sean (Mnn 7y M medidas de subprobebiliclad | entonces los sigoientes
proposicorea  son eqya‘uolerﬂi@.s;,w, A
a) Para tedo intevalo de cont nuta\gd ’:(03 h) ;’d &>o, existe .M_Q'EJ_Q),
tol Ge para lode Mzne  U[a+e,a-e)e< Ualab) = U (a-£,bre)te
b) "Parcs_ tedo intevcle de conbinvidad 1 A(abl — #(a.b].
Q) Ma—M.

Demostracion:
0=>5 Seu (ab) unintevalo de conhnvidad e H, poc lo monotonia de one medida, g feme
e
5o dlare, b-¢) = slak)= u[0.b] = [im tn(a-&, bte )
£+ 0 E+0

D donde s n—~+wo 4 E40 en nueshn hipotesis, entonee

A (ab) = \l’mu:?f Ha (Gb) £ \Tmevp MnTabd = M[abd = M(2,b)
ot lo Lunﬁf), se ngoznc(u_ule Ye iE

An (0151 -"’“//(0'5]
SRS
Motemos ge (aB) puede cer repmplazado por  (ab), (a,b] o [aib). As, como el Conyunto de
atomos de 4 es confoble, & complemento D e dengo en . As, si g b€D, entfonces
(Q'b\ ey oo fnJre/ua{o de mnhnuic,(oc{ por c,(e#imcio;» ce D. Yor Lo 7Lan/v, ‘
Hlab) = dn(a,b3 — u(ab] = 4lab)

Q> a)
6upor\8amos Qe ﬂng’ﬂ, Jea ¢ >o, walguera, enfonces existen a,, as, b, b €D fales Qe

0-£<20,«Q <Az cQtE & b-£ ¢bieb< b cbhbte (3
pes D ey denso en R, para CUQ\C‘#JQI intevalo (@b). De donde. pur de finicivt Je Conue/s eros
yogo, exieste Mo tol G por n2no

| Mo (i, bs) — at(a;, bj) | < &

sy, Y\ol-emo.s Qe

U(le,5) - & ¢ Mn(Buo) = € +4(02,00) 3 M(0,b) -6 < Ul b)) = Mlbub)+E
combinando lOJ &&i@ua“aées actesiores 4 pet  (3W, se sige Qe

A(a+8, b-)-t2 Un (Qb) 2 yla-g) bt+e) + €, + nz no. ) 7]
Teorenmy  3.23.  Sean ('”n)r?m_qng_mm..ﬁ. , entones (@),(b) 4 (o) del feorema anteivr, yon Ci e
(25) (¥ S50 (¥e20) (B no(8ie) € IN) (M(atd, b-8)-£ < ln(ab) 2 U (a-d,bt§) +& Vnzio)

(Demos*vr&do'n: :

() Notemes g clocamente  (35) implica. 0)  del teotema cmteior

&) SUPOﬂgumoS D), probemos (25), considesando Uln)n g Y mediday de pfobabi"‘dool-
Derotemos  por A al CQnJ'umLo de afomos de 4 entonws  existe wun enteo J ol e G EAS Iy

g ademds  Gie 0 £0{+§ pora Je {2 |y odemor pue hipofaus ©1G
2 (0,g2)°) < &/M. (36)
Aet, por b) exisle nole, 2) +Q\ Qe
1555 LU (8, 050) - 4 (5, 053] < gy, (2%)

N, por Oakaiduc\
| U (@1, ag] - fnla, 4] | < &/y

@que, junlro wn A(SQ)), net pe; ’mil(" concluy | Qe



Hn( (U, de)~) < Y2 (38)

N, por (26) » (28) i\c]nomlnc(o lo parfede (a0) dvea de (0,02), nosshas cometemar un ermor
yrenat_ 6 /2 en (oolguere  de los d&iguuﬁdadez& de (35). Do lo tanty, e Su#@'en{e#o&/
(35) con 8§ 4 e/2 osumiendo qe (a,b) S (a,a¢) Ast, ansideemos 4 <A< 4 acsbs Gun
donde Ocicwers-1. Findmente, la AegiguuleA buscado se sige de (3% puas cwands 02n0
0l 0rS b= 8) = E/u £ An (0501 au) = &u < U (G5n, qe) < Mlab)

< M (G, 0en) € Uin(ay, aen) + &

< Un (G-§, b+ ) 4 E/y.

ybsvcii

Gue converge vogamente a 4 vng msp,

\ ” ¢ c .  ewste Une
Teorema 324, Sea (Maln vna socesion de masp,

Demostra udn.
Consideemos  lo funcion de subdishibucion (£s.d) m, c/e#»'nia(a por
x Fa(x) = tn (- o, x1

S 4n e una medi&a de probob{lic{o-c‘, entonces  Fn e voa funcion de c(-'ab"bv,cfo;' /-\Gq,emof;. engm(,
Fn e oeuente, continva a la doecha con Fnl-e0)=0  fn(+co)=tha(m) < |,
Sea D un coqjunto  contoble y denso en R sin pedic, de generclidod, considee D=3V, L.
Do esb marea, lo svesion (Falf))n e acctada 4 por lo fanto, pur el teoreme. b Boleoro-
b&e\(e‘;kog;,‘ existe  una su\osuc&sio{n wnuej\c,eﬁe U:m)m de (O socesion tal e 9/,(, Irmite,

élllmc—» +co F;KU/]),:;Z, . AL
exista; claramente 02421, Nueuamente, consideremas la socesion [ Fu(¥2))w o enol sige Slercd
acotede Y o lo tanto, existe oo subsucesivn (Fa)e de (Fu)« tal ge

Z!’m.,.»a—co Fm(rz) = éa
on 0202¢ 1. Notemos o, como (Fardw e wa sobsucgsion Je (Fede, Qe convesge G Ay en 1,
entonce;  Fax tambien convege ¢ A en vi. Repitiendo el proao, se have gie .

Fu Fia Fia - -- Fie = ) COnuejﬁe en (1
Faw  Fax  Faz "o Fa o convege en  f.r.
Fjl Fj?. S F_‘;V‘ convege _en LTS £ SEOON -

As, congiderermos o sueesion diagonal [ Fucde . notemas gqe esta  conveje en tdo i, i34
es deae Fucli) — A3 en @(eg'“ . Sea ff w0 JEN, nolemas Qe pom (os pilmegs ;-
terminos, o sy gl Fiad) abing® cabyviiicnacsde (Fi)u  donde th(ﬁ')f-f/' como  se
Quecia. 7 7 Selli -
A s, hemos pfOBCLAO la existenda de unc eubsucesion (ne) v una &ndofn G cevenfe en D
, , Yee D (Tesieo Frc () = G (2)
A pahv (ge \Q w[\)nc;.o'n (1, poéemos ée‘inir (a 'xfbnoo'n, Fen R e ‘q gigu;@n{e manera '
¥xell i F(x) = Wt G(r)
; f %D B A
lo o) es cecente 4 contine g o deecha (ver i) see 1\ £23). Ahon (,te'(ﬁnomos C
como el Ooajun"o de los punfos de conbnuidad de F (es decir, donde F @ conkinual, nofemas e
C e derso en & A mos*)’emo.s Qe T :
! ’\[)( eC “ﬁm,n—-sn,o Fow ("X) = F()‘)
SecnX€C o €70, walesquiera, entonws  existea v, vhy o eD fules que rer'axer! o
Tl qe  FrM-F(A<E. De donde
FlO2 G ¢ FOO) € 6M) ¢ Flev) « F(N+ €

de dunde « e (3%), se sige Qe ‘ 3 Y o< () 4 ¢ g —>1co :
e FU) € Fule) e Fucbo e Taclrt) < FD S € 20mi o

o _ e )
4 oef, como €0 hue ochitvio, entonces o F le wﬂ&piﬁ,de wa Unica medida

ol ge  FO-Fl-w) = ul-w,x3 Hos aun, se hee e @



vael, ¥beC . a<b . lim My, Qo] =44 25]
(/..Q») /c//hc_ ——VP/&(.

Dideemos @e Fa wnuege  vagamente a F oy esoibimes Fn i I para Mn ——’i// onde  Un
g W sen m.s.p. woespondientas a b fsd Aoy F
Teoema 3.35  Sew (Maa Una Sowsion de mSp ., 5. Ug-w M7 para cadk sobsocesicf
i(Un), entorce, U A '
Demoskacion:
Pora lo cnemos“f‘?oc:b‘ﬂ J@ e,éf‘e {@orema, vamos a proeder pw la cOnf/Y(/pQ/’xA'U'O
Sopongamas e MaF- . AsT, por el (feorema 328) existe yniofevalo de continvided ~ (ah)
Tal we b (ab) 3. P Bolzano - Weiershoss, existe  wa  sobsycesion (lne) il gl
Unelah) =L + ylab)
pu efl Geocema 3.9U) /o Joc@_s;mf\ (ﬂnu),c conhere e .Subju.(p_ﬁm; (é/nk')x ;}1,@ wﬂd@jé’ U"-ft:?cr?mmé
Q= I\}ueuo(vo,ﬂlc Pt el Heoreym& 8.92) »
Mol (ab) —~ u(ab)
pao como A (a,h) —> L, enfonce L=ulad) @ cnl no o poﬂéé Yy P ntoporfic
mmp(eﬁ nwestre praeba, &

. f / \ i : A .

Conkimpmmas. oon o distatids de B Fpo de aiteios mdi populores en teoric de lo medhde g
\ X [ - \ I g )

andlisis fundona]. Etkes critesios henen reladon con las claser de hndoner conbinoay en R.

°
i
=

i

el cenjunty de |y fundiones conbinuas wn sopurte cempacho

e conjunto de los ndones conbnuey Taler @e  Limixi—oes 106) =0
2+ s = el njunte de las -hmu‘on@ confinues  acotude .

el conjunto de los fundiones  confinve.

(3
it

&
~
i

) I /
At es clro we (e ECosCp € C, ademsy o & lo clavsua e (o reipecto o (o waje-
8@:\()&& unihvme.

Dehinidoh 32b. Jeq # ung dumdon debnice en on espado arbifyario,” decimoy wa,/jgaeggpzr
3 en dlyh subaryinh £ cel eipavo si y solo 11 % anvle hera deS
Zn el apo & e se Joperfe wompadk, Hepe JSopurte ep algun Jobwnyunky Compacto.
Lema,,d'e,,c;pfmgi,madob Soo f€Ck n soporte en el infex compacty [aib] . Dado cwedgre
5] sobconjunto denso A de ®, 4 £>0, entonws existe  vna tvnaon
S}mr){e con valora en A fe en (ab) fal pe
sop | ) - fi(x) | = €
xelL,
Si $e®, el resvltade e igual 31 se ceemplarec  (ab) por .
Teoremy. 3.9F Sean (Undn 4 U ms.pl, enfuncéﬂ Un "5l 7 < g Jolo g/

Viecu(oecs) [ f@ulia — [ (Gl 1o

Ve vmos fva cion
>) Supoﬂ(c‘om«os we Mn =i, Notemo entonces gqe (40) & deta ro wrsideames  F

la @n@lﬁ_—indfgdﬁl,_&ob’@ (a,b] para abe D, donde D es el conjnto de lo (eboicien 3.20)
A por lirealidod de o integral  {uo) tombien € cota  cuande £ e walgie Hrdoh siople
dehnida en D.

A\r\wa, sean $€Co 3 €70, cocley grioa; por el
@fmmp\,@ dehnida en 0 f tal ge sop | F(xX) - £ (x)] < €.

, x €1

g ! /
(Pma dc) Of)ro )(l'maavvil, éy“/f‘/’é g -’A”(/vn



l [#dun - [#dul e | [t4-Fe) dun | +i [ #e duy —/#&dﬂiJr l /(é—%)c/le
Ast, noternos qe pora el pamer término

‘ /(f*‘,{e\,ﬂ'ﬂni = j{l%/~ 7[5lf/ﬂfl & & /f/flﬂ = &,
%‘\mi[ormemLe, e QOa&b'@ aotar el Olhmo térming poc &, pora el segunde ge'rm/no, notemay gte coondo
n— tw , ctfc\no bermino f'“séno’() a cerQ , pur (o %an}o l

| [ #duo - [ Frl| < 2¢
N dudo e £>0 {Ue acbitrorio,  entvn cey //d///rz’* //(/J(
Reciprocamente, o1 (40) @ vedadeg para 1eCe . Sea A el Cory'un('O de atomes de M menciomdo
en lo  demoshadon t{el Gememo 3.93), vamps & mos ror que la convergencic.  UggeL se manhepe ¢i
0=A% %0 3= L(aw la Amcio\n indicakiz de (@bl con @ bED, enfonces Aao’okgyo, existe Ste)>o
ol ge a+8<B-S8 o tol qe u(V)<ce doade
V= (a-S§,a+8) U(b-$,b+d)

Ao, ée(‘ihamos Q. Como \a fongon e coincide con 3 en (~wo,alV[a+8,b-8JULIb,+e) 9y
que & linear en (a,0+8) Y éen (b-&b), Ic\nd(o&umem‘e, detinimes 9. Como (o tundoh e windde
con g en (-w,a-§1lplablulbidi+w) gy qe a liesr en (a-d,a) y en (b, bt+d).

e e .

t + s — -*9,4 -
—ue a- 3§ o axd b-§ b by S
o= } il t !
. a arl b-S )
Jiwinade ©n § enc< e - = e S
”‘;_..‘ o Yc 54\"\6’5«‘ enods  abingt 12 P pr S
1 N Al
q, linea! ce;méu 3 linea!
Aot se Sigx)e e QA <£0<a. s+ Y en consecven [l
/Ql din = f 9 dun ¢ /?z din, (4)

de donde tomo [ 9,6, €Cx pur hipdteis, e bere  qe do o desigualdod aoterior
/g‘dﬂsfgdﬂf /ngﬂ, -
rolemes que dnicomente  les términas exle mos convergen . Ahorg como  Qicacan s 3t o ope
/ﬁa dﬂ_/g{d[/ < /ﬂ/Z/ﬂ =U(U) < &
o ek me. EDO {ve arbibardo, eoboner e\ Yormino medic en (U) tambieh converge & cheir
Sadu — Jgdt
de donde, pic J@é'nia’o;m de g
an(ab] Z-plab],
Corolario .26, Sea (#0): wna  Juenon - ce msp.” fal e pata bl fed
_Q_nrf’_@ﬁfizeﬁxb/ﬂc/z’g

existe | enfonces (Un)n  oonvee v amente.
Ertemnee de éemos-"rfacio;: - - Me‘,, _ ,
Poc el (Jeorema 2.24) (Mo adwmite une svbsocerion coﬁgge@em[e cfl"gamm a M, pe el (feoremn
22%) ol limite Soperior & /‘gual G //2 Ax) 4(x), Notemw Qe sty cofa Onconfrads cheriz ser
ED misma para {'odc. sobguc@ﬂo; Qe covvege UC(BCIMQ\,‘G 9 asi el CO/o/an'o N4 Jﬁe per
pov el Gem@ma 3.25)

Teorema. 349, Sou (Un)a una ,89_@5_9_Iﬂv,,é€,,,,,,meﬂjdgs_.__sh.,,-!'U‘:»p/o‘::aloi’:‘céd,'c’ﬂ{vﬁced /Ufg:;f‘@l( st
y sdo s : '

Hfecgue]
(-

Lo demoshracion e ate (esoltado comapmde o' teo d.u.gq [23.

Teoceme . 3.30. Sec. A Mataca VoG familic de m.p?. Pare g cade svesion de diche dumilic
tenya woa scbasucesion Qe onuega wgame nte  u una medida de rf)bab"ll‘dad
e schuente § newesurio §e  pora todo €>0 exista un ieaulo boto taul ge

o Mk (D) > -7 &2



ono  Sutetion b Mp. llalg ce (@ TamIEE Uy g
o mos}fa Qe M @ wna mp feo. X wn

Demoshracidn g

) Sopongamos (up) Asiv, /Uoéo 4t games

existe una  spbaocesion fal fe o H e
ifervalo de continvidad de wt il ge SeT |, entonces

M(R) 2 u(x) = |t ) > insyy the(T)2 - &

s v [ . f—rteo le—=+ro ; ) -

q&;erim,zo, €olorced , §I £ —+0, se candu\u,e Qe LUB)= 1, goro s Geliic.
i - /

Supongamo; Qe Um no 3¢ ump(e’, Qi é’x.’:%e >0 4 =4Q In Jno Fucesien
una £uc€5iu'n (Un)a e /a farﬂ{//'a U/p(}xég( 4’a,(

pete ge €30 e
i
&) Vo COn{‘VUC,\;CC\(Ohi

de inlrc(uolos %niiv;' In cecenfe en W 3

Qe
bnz Uy (/__tn\):)~€)

aof, pur L\‘\pé\[esis, existen (Wna)y, y A, ules we  phe— 4. Ay, 1Zom:4nau nvecamente  un s dvals
de’ conhnuided d U, entoner S <Th pare a/ﬁu;v n fu%ci?nféw ente :;}rsw{'f Y pr (o fﬂmé
\ ] )
u(T) = lim e (5) = it iy, (Tn) < |- €
Lo Ve P

Er dedy, M(TP-)S\’%, pero  pec "‘nipéif‘j—i-‘, U e gnu medidu ok /)mbaéi/daal- A»; [eor contradicce

% Sy el resollado cdesendo.

A yna ‘Fumil»‘a de‘mlpf Gue sahs{:uce (42) se c\er\c\ming fl‘ghi (quﬂuc}a)

Dehinigod 381. Ses £ vng  funuvs, @ die ge fes wmicontineg infesiormente o
¥xem rmppgrpamam o tof 7,/(3]?’ (42)
3>

donde.
(iminF A = svp b L A(9) 1 Ix=s)cr, xzu !

N> X i >0
,An&(ogameﬁ’e, una ﬂnu‘o;) & femiconhnua !bp(’)/'orm&n‘,/f Ji
¥ xer J[X)? ,l’t-nsu,n %/.‘.‘/) (v4).
e o P

donds ,

meam,J[ (9) = Tifsop } H(8) ¢t Ix=yler, xanl
S 29

Peoposiich 3.83. ©) He coreny y semicorhnua inferiormente: o y Sob s existe weor

suesion fu€Ce tal ge fetf

' by } e semicontinua Supeivamente sy selo s -1 & semicontinve {(0firmeke
Notacont Vames o no{‘qr pos boek Corg'wﬁo de lou foncicres semicantinoas (oferiormeate

3, e U o lw funcionea Semjcontinuos Supefiormen+e.
Sean (Wn)n y M prp:, entonce Mn =i o y solo 5/ se sobistace ona e

T&)remg. = ?,7?,24
S,cgu,ieml&\ condicionea .
W Htel  limnt | Ho) yal) > /ﬁxw(ebe)
b il / <) Holde) = (x) U (%)
,9, ,,L!Y:‘S,Up iy (¢ Hnldx) = /(9 X/ MU X)
Demoshacion'. :
l\‘,o{emos Qe amb oz Cor\ri;aonﬂg Son {“\qu\i‘«‘_}bxli?‘i‘li@,i! en é?zémzv,' %bmanod‘o %—‘— -'3, 5 .féﬁj(d a) a/x}u

e b y Vicevesa,
> S MQQA.KLB,QJ:QQA_‘Qﬁﬁ,_ﬁﬂ[ligt‘é_(_“i}_‘[fﬂﬁ */’ €(s tul Qe fe 1 ?/, entonce tene mas Q10

- [ N s
bmnm% J 00 sntde) 2 lim /7[,_ f'x)l/n(é’x)://z<"—)/¢'/-/‘/*}~

SV “tfy s e

pos el {‘i’eommc. 3.2a). AsT,

//« (xl,dé/(x) — .r’///x,u./r’;/f"x)



WKetprocamepte, supongames Y= & g % UG GFTE J S8 TERLE ST RNy AL QvhY
| woyudix) < ?ﬁnnrn/ ,v/éa”(x?,l/p (dx) « /Tmr{f/p ‘//g/’(x)ﬂn(dx) & /P[x)ﬂ(;"/fx)
J / L / i

lo 4an
~

donce,

]

Sigwe .
/ . , ] s
/ V) Hnldx) = | () U{cdx)
J

|

\

&

NE huevomen)re Pux el “’GO(E’Y‘(‘U 3.20) | Un Y

o i . . :
O\)swwauon; e\ H),oremu Qn+enur SC man%’ene Si / &4 Jt?m'con‘h nva wn two en d c‘orm'o c/e
la %ndo‘n, pero acotads Inferiormente.

COTO‘,QW 335, lus wndl‘u‘cné’i @ y b) cl@l "'eorema anferior » e pua:len reerfnp,ézgggﬂpg
@) Para fodo abiefo O liminf do(0) > U(0)y
f

b) le éoc{o cermcdo & (nggp ,dn (C) é/d(C)l‘*

C?\W»eﬂuaen dishibucion * | |
Dehinidoh 2.36. Sec (Xn)A Uno sucesion de gaf, se clice e conveye end,gh.},um
a F siy ccld (o sucesion (Fady donde Fa=Poxil conuerg e voga

—

mente @ la ‘pd =

S? X ey uha y.&. 'c,cn ﬁd F, se dl'ce, &omeo ol:u.so ée (enaug‘e. Qe Xn conueﬁe en

dislibocon o X.
Tegrema. 3.9% Sean (Bl de (o5 v.o. (Xnda, X¥ G Xa —E"X, enbonces Fn = Fi
li.e. convecgenda. en prcbabilidad implica convergenda en distibeciod?,

Demogjrfadén:
S Xo -p”'XI entonce para ceda 7(\: Ck, ’[(an i 7[()() (ver Corolario 2.8). %, como £ & awfds,
ew‘f‘onc@‘ por el &eor@ma 3.10) £ (Xw) -Zif‘(x), ey dear
E £(Xn) — E £(x) V£ €Ce
£ 2

do v.0f w c€® . §i Xa ‘ﬁj*g,..enbn,@a

" / \
(9& (ZT-OY\&?, Se cﬁGc}.Af(é’. (UO} 3 por o) J"Gnm

Teorema 2.3%. o (Xa)h o sucesioh

Xn ¢
Oemosh’ado’n:
PO(G CE 47'—, ng{-@mo¢ qre
Flode = 000
o \( Si X>cC
4 como \(nia, entonces para €20
lrn Fo (ct€/2) = F(C2%)= g law Fa(c-&) =F (c-&) =0
n n

Agt, sea €30, cuol@b;ero, se Jciewe Qe
in ®([xn-cl>€) = |m Pl-£ <xn—c<g)= | P{-erc & Xng etc)
n n n

F T (‘an 54c‘x\,

- P(xnge-€))+ Fx(uc))
\rin[ (1 = Fnlc-e2F)



Neoema 324, 51 Xn S+ X 4w Na—= O, entoncen

R Y O
De moshracion :
0) Seo ‘(QCV\, con \H ¢H. Como 7[Q (/DH[OH’Y?@W'G(?‘%@ (;owjrm.;j,:, . é?ﬁflrméy poca £20, /9;.__/:‘:;6-’ IgVe
Yol e

Ix=wl1ed = |4(x)-f(a)lcE.
Por (o tando, : !
EL£ (xnd Yn) = £0X0) L €2 PS VAxnt 2n) = F )| 28 +2u P (11 F(Xnt30) = F(Xn) 1 2 §
<g + 24 P(\xal>§)
por com[rc.r@c«’ﬂm(,o

de cfmr)e wando n—r +w0, entooces
i E #{xn+¥o) = ltm  EF4) = EAG)
n— +wo N+

y poc el (feoreme 3.10), se sige gqe  Xn+Yn 4o,

b) S@C\ &?O, {'@memﬁs Ao Jml Qle + Ao Son PUﬂ{'C’_S A(D CCﬂHﬂUI'dOC{ C,(:’ /& 740' 04@ X
i PlIxal>20)=P(Ix|>40) <&

N—e+c0

4

v deur, P(\Xr\ ‘>Ao\} cE paca todo azno(e), Uol f,w;), #Dmemo; A > to tal gre (e cﬁl(g.'fa/rfc:c/
BE MQMengo\ pra 0 No(€), Asy | . ‘

Plxayal>e) € P(Ixn\> 2 PLIVHI>e/A) < 2+ P( [yal > &a)
4, cwando  N--tvo, 2 Sige  @e ‘
- P([%Xa¥nl>E )= 0
Ast, Xn\/n—P-bO y por el (Jeoreme 3.33), 2 Sigee el resoltads deseado.
Corolorio 3:40. S Xn -4 X7, dta-Seot y Badr 87, con &, BER/ entonces

Clo Yo +fin > AX + B

Tategrabilidad unnlvcme, conveigencic de momentu 1
Notemos ge [u foadon X1, >0 ey wnhova peo no awkeds, a7, no e W/,’Mo aplicer el
(Jceefemo 3.23), %
E‘Ernp\o: Ccnue/&enu‘u casi sequra no ‘lmplic& Conueﬁenua en LP
Consid eremos
¥nlw) = 1 I CRLY,
coso conbrario.

Ast, notemes cpe Yo
Elxal” = / 1215 = 2% (Ja-0) = 2% 4 +eo
n

0
pora ceda p?0, po Xn — O en today porl-e_«.
NOQE“\’GS Qe €q (’/\ %empto Cm{eﬁof, [CL CDﬂU(-_’;é‘jGﬂdO cosy 5@3\1(& ho }mplfc& (Q con UU@&I’TUD\ Jde
on\e(uer momentc ée orden >0, 4 .
Una modifkccdon del ej'emp\o Gntesior, seria Qe s X e ¢ B Dipl oz | peo EIXIT=0,

B Ml tene conc)‘\‘c;ion@A puic garanhwr o convegenda de momenky cwando se Bere (e
wnoeigenu‘u cosi ,se((jum.

" % 3 ]
Teorema 241 Ceq (Xn)n un svcesion
¢ 70

£ Dbl b b

(;(;@7 N—¥+ O



Sl K== X en L't g XELenfoncs El(Xnl"—» E [X]"F pag 71 [5]

Derms’f\'acjc:n' / ) . ) ; / g
Note mos e la demos fracion ce éjp[e ({)j(///'aﬁo & Jb(o vn cojo ck/ ((/nva C%' fat/vu (Ver seceon 2) .

AZ\/, ‘l’e nNemnos f‘!,u}‘
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[ (i 1) ) - [[e™e™ utd thldy) = [ 1do [ €% udy)

Teoreme 5.@. A la wma fnite de vorioble oleotorias independientes fe comeipunde come
fupuch de digtibudon (o conwlocion b sy fonvong de dispibocioh
como fundion  curaddedstica , mu//vp/icau’w b o tordoner caracterish car.

/

Demestacion : Poc indoccion
dorolario SQ  § © e ura fvadoh Caracteist, enfonay €1t tumbieh (o ef.

/
o) Demostracion



¢ s (@pech'uo fC-, Gm‘onaoj existe  en algu‘% Je wea va Y "”C‘/@P@ff/‘f’”“ﬁ

Qea X una va Y
f.d g f.c. Notamos ge la fe. de X~y o

de X con sU misma

- A, » = [ e\“x»\/)] 2 E [eﬂxj T ;'réaH\l;f - f({)—/{—t) - fl(i’)’l

{
| S

o t . _ i ) ; ; /
Lo tecnicn de consideicr X— VY Y lel® on {Uﬁu & X g f se conoce wmo Hmekizacioh

Alguna,s {Undones caraderishicas  se pueden encrdrar en la pa,'gim; Iss -l5¢ 3]

Teotema 5. 1O. ‘?qra cach o, féwé_ﬁé‘“ \ Mo sih , 51 »FsCin, enton ces
& — 1 uniformemente en .

Dende ,
> C% ey el .,m,n}gnh.,&.? {m,,{mdgn.e_&-mm_.c@.aggdgg de todo  ocden

cenbnoay g aqoh[lm.,
" Cu: e el wnunto de o fupdones actadhs ontfrmemete conovey

N
feo= (Fxngde) = [ fix-yag(y)dy = / Ty tewy fepdy (6

-

53/\«54 x & teo

g = | exp (- 287

Jand

/
De mosivacion .
N { / A |, ( ‘
NQ ex culu\ Ve Qe N§ QCEO- l‘/aj auvn, SuU K-esima g‘(—“nuan(o es%a aw{ac/a\ [oec Cr,e Nee  con

. r L, ¢ ;
Cie € unc  copstante @e so0lo Cepende oe k g §; ay

+eo I ‘ L —
,/_ nsm) ('><—‘.D7C(:ﬂcl5! S Cs A /Co Nag (- wiely = Cs el

(==

/AST, ?a ‘grimma a#:modo'n se S|gve prv /acﬂ‘/ﬂfpnaau’ck Lajo el sino fﬁfk—z’/mj cle/ ch/?l?mo feemino en (6)
v J J

la S@guna a/)’rmac(of‘) So &;,Lglwa (;e /a fg\/i@n{e manea, paw N>O

+cO

| £ () = 45 () ) é/@ | £ = £ (- )| ns (w)ly

< sop | 100 - fr-w)| 4 :.um;/ N (wcly
(RNEY lyi>n

Teorema S. 1 Sean  (dn)n U ms.p. tale Qe
Yrecy [ foumey— [ 0 ue;
enfon ces J/n Loy

| 5.10)

! \ ] \ } (
LQ éemos&ouon Ce elee {E(O(emu. &) Ccongectvenda Jde los iwl(fn:(emae %.253

2

511 nojromos C%be Co & Cu

. { o = i s il

Seccien S A bm‘u‘dcm.\ e nuesion. A
fParo estudior  con mayos prcﬁmd«‘c(uc\ (ajffopiedo&ej de /0 %ramﬁzrmac/a de Fovrie:-
She“j%, TEQUeTimOs (i Sai I m\'esralea e Dicvchlet

L 4 /
Vyzo o[ 36 fx fi REETEC IDpym
fS) x /o) x ‘) g 7 % @ (?)

“ sen(dhx) T
L 5 dx ) q



frc lesmiend 2l (a)
° =2 :

Un esgrema de \c« CG’TnoClmuoiv de ]a; 7[0’HY!0/C(J anteivres, se f’nw@ﬂfa en pd:;. let [2]

Veorema 5.2 . Ji %exe, entornces
A lld) + LuGnt)+ Loaclixey)

()
; —itXx; >
il o (Te e e iy
e{ Fn‘}egr‘an(oo Je clea[;'ne pur coang.‘JaJ én £=0,
‘Demosé‘(auon : y ' k
Nete qe lo {m‘%m( esty ‘W{UJO P Ix,- %2\ en fodo /)orﬂv a O(H Y cuando [t — *eo
Asi, paca  dewmostrar el {'eoremq vamos a o btuic lu Jeﬁmofm o'ea( realizar log

CO‘CU(OS respectives, ASr, ‘éenemoé

L T _\"'X % e—i“'xz [/ ed‘x )] C'L’ (H)

DAL 7
_ / [ / o it ) _ ot JﬁJ 2 (o)
/—oo ~-T 2T it
I (T: 9(/%',’7(z>,

De esh manera, con {a nofacion anterior

1T gepdlx-xa) dé _ ) [T seq 4 (x—on) dt.
I(T,-’X,'X,,x?_): 71 /o & T—{ o

Jost, de (8), se cige e

Vo - (-Y2) =0 pare o i,
| 0-("h)=h  pae x=x
lp/m T (T, %, xz) =| Va- (L)=1 para X xeaxy
T —vtco -0 =1/ para X=Xy
o~ Y = © arc. X > Xz
a1 aon, se tiene ae T ekl acotuda por (), Por lo tanto, podemes tomar T—s+co
bO:SO el signo m’regra en (5) por conuergenua mOnoJrona Asi,  como ,

lILTXxl.mRz /m dx .

por (1), entonces

ot ot o “ g £ L2 F

- r‘i')

= 1 M8 + pia b + 1 Ud(3xh),
2

2

Lo qe procbe el resvltado.

Aoora, el jntercambio ce :m‘eqra/a en (5) estd umeo/o oo ol teoreme de Fobiai

notando Qe
| pittx=x) _ o #0

I /.'lL |

doade (o r'ml€§ra/ se doma en el efe real Y pd aw

L
6 C,'l(

_ 2 xi-xz |

X

&



¥
/[Q /-r ‘Xl—ledf/[(c['x) < AT | X=X | ¢+ O

De edn manea, [ in%ejral en (O esds cominada  por v Am’or': /fnlfyrabfe Foits rapects ol
proo(ucjro fnibo de medides  dt-#lx) en [T, T] x 2.

'Teoremg. Q.13 Si c(as mp. © 7Ccl {fenen /a m/.rm'a'- /C ,éﬂfoma Jon /0.( MsSmag mp.
(o] ‘Fd‘;

Demostrocion

Si % a %2 no son atormos de U, entfonces /a tormula. () nos mues fra_ que el valwr b u
en el interualo (%, %) estd c,(e"’elmfnac(o pre LU 74//20‘0/) (umde/f;'v‘fca, Asi se JWW dog
medidog de prob&bi([clad Lienen {a mismo #ch en cada intevalo en el (o exhemos ool
mismo no ssan dtomos de  aleura e los das medielag . /ugo, como  Caddp mp. tiene Jols
un C,Or\J'mb corlifuible de atomos (o purfos de i qe no son dtomas para cvolgriera de
\05 &m meéickcu ‘,(mman uncor_\i'ur}*o é@réo. Yo lo l‘am’c—, ﬁ/ /)?é’é//'(/d_/ Coimb’@n en un
con\ism’ro denso de intevalos y por lo fanto por el (teo 293 131) gon idénticay,

Teorema 5.4, 5i FEL (-, tw), pptonwes F &5 coptinvamente C/ié/emhuelg—g&@.

< /;w ;

Demos’«mcjro:r :
Aplicando (10) con =%, = x-h con h>o 9 AUJancfo F en (U(_‘]Of JE‘ A . se t1 ene @l

FNEEle) - PR vE (xh) i/m—&-——'f:’ & J1e) db

ZT e I
Ast, por hipotesis, la }mLeﬁro\ existe y tome esta ests cominada  por Lh #14)]. Fnfoncey,
C/uar\do \/\-’-P O d PU con ‘Jefcﬁ"uo (l-:;m}wad"a C/Oﬂ(v(’u /moj Qt@ e(/ /aQ/O i%g,:,iejofsr- &/ {E‘Uc;‘!
a wo Ve esto manew, hemos probado Qe F e confinva por f%gnao/a § M auh conbipu
en . De eh‘a maneéra, poéemm escoibif , o b O
Fx)-Flx=n) _ | [ ™| 27ty elE
h 2 /.w th #e

Uhlizando un argumenk similor s muerve ol limite cando h=o existe. Por lo Honto,
- w / | f
E tiene dedvoda por izquierda en X g & 1qual  al ledo deecho de (12).
Similarmente, F tene deivada por  deseche.
P mds  detalles  cevigar (L61 pdy 3BY)

(orolario 515, 5 § €L enboness pel’, donde RN
, w : ' R S el U |
o= et proda s T”i"’”“?!;/f e Fwdt (1

T(’,Orema o b. Var am&m%*.“‘é@ﬁ@mgpw

De mostracion o 6.12, se obhiene peca [e

Siaviendo una (c\ea 5]”\]\0( (o1

1
|

la r@ali}ao(a en el “'eorem

' lio en el lodo i%q.gs'eJc{-o de (¥ 7
integ fal promedio [ sen Tlo=>0)  11/ily) ,‘/ Uil Lolx) (1)
/W.\\‘Ko\ 'l—(')(— %o ) I %o\ @



El primes .‘n’regram(c esta awtado puw 1 y tience a oo wando T—+t+ece €n OO purt cef

domivio de intesracion. Asi, por cqymerjémja awotade  la /'mL@j/&/ convege a ero. El
sequnde  téimivd & simplemenld L xol).

\J

Teorema. 6.1, Tenemes qe.

-
«,!_'_':w "'ZI—T'/**H’&H}J%‘:?TWT&T} 1

Dewmostracicn

Poesto qe el con{unto de dtomos e coatable , entone vra canbidud cortable de nomeer en
somatoria  se amnvlan 4 este @ede owhoda pec L,

Yor el (corolorio ) 41t g [a y[un(iO‘n carad@istica de X -V, donde wv dictsibuct o yLy/4
conde  u'(®) = U(-B) pora code BEBorlw) Ap/fcano’o el feoreme s.18)  pare. Xo =0, se
biere e ol lado dececho de (1%) e igual «

[+ u') (jot)
Lj pu (4)

Yoyt Yady = 20 A8 L3g1)
Lo ey Y dy) Jw_/‘

J

: T : ,
?‘”d]mw‘e, come (o u/h‘mq 1(‘!1193rai & oo 0 menw Qe -y fa un atomo e W' Lo g Je bime
el y solo g y e on atomo de M. Bt por permf“ﬁe obtener el (ade derecho o (is)

Porclaric 5.8, U no tiene dbomos (ie F e conbnoa) s v solo & el lf(nh[e del  (pdo
topierde en (IS) es ceve.

'De(-im‘cio'n 519 Sea X ona . we., e dce q)é X e Jimehica i X gy =X Hepen le
IS he jﬁ C,\ .

Teotewa 590 Uno v X o #. mp. e simebice di ¥ solo sy tumdon caradenibi,
es real valvada pora todo %,

! — : E
‘eccion 83 . Teoremal CJe conue_fjem‘q.

Teorema 5.2\ g ea &Hn. lenere m.p. Con pundone& caracteisheas: asocadas 16

tep 6.2.1 T3] indteod, Si,,,,ﬂn,.rg_ﬂ@,, enfonces 1 wnuaga,,,qn,éfwmem@nfa P
en cada ",,(\iezuglo,,_{"ﬁi*o" Simbo//t‘camemte‘ AT
D oo =Dy %00 (l)

Wds aun, @ @_mibfq {fn{ @ continua en (@

DemOS\TQdQIr) 1
Notemos pe € " & una a[undo;l acotada 3 conhinua pora cade  XE1X, on el campo (,om/,Je'o_
At gplicando e (esiems 3.2¢) o los pees reales e imaginocta) + asf se Lieme (16) sie
le vni%urrnk&cul‘ i
Ahon, poa todo T4 b se Heme
] 3 Q/Q |' %
’ g tern) () | 2 [ 0™ () = /WA [hxt 4(dvz i)

/lx()A

slhibh+ 2 ]WA u(dx) + ¢

puG Lodo &30 ton A 4 nxno (A,L)., Bsi sesige e eﬁ“w”{.‘m"émﬁ de b B (o

é;om%o, A‘W&o a Fa wouexsenuo pw’wal fn 5 Lo ‘,mplicq e In f__\, feo
G :



Teoremo: B-22.  2€u Waln vne  Socesimn ©€ MPr en & con  famdone CaroCridfices Afm)n . -
SUpongamosq).e
«) j{;n u,nuej&e en ‘IZO&O pm{v en 2 3 c‘e[mamm 7[00

b) L .o conbaveentb=a@
En‘mn s, se biene @e :

) Mn—>dheo con Mo wna m.p.
i) Feo e le tmdoh caradeishica de Mo

Lemu 3.2 ?g;g cada Azo éenemms

, - \
WS
Demosh&u‘o,n
Doc (IU), tenemos ge
/” Hodt = / _e_nl}_ /x/dx) (8)
=T
Asy, come L lﬂh"j(&l de lo daecha. estd acotads puc A po todo % (Je debre como | per
¥=0) y temo | TxI"'s (2ma) peree x> 2A, e mhfqral estd acofud por
H(L=28287 )0 LT o i -ea 24T
2TA
2 P b a K™
{ Zm> U([-28.26) + o
Tomande T=A" en ((8) ee sige e
' A ; —28,281), |
4 )L | e ALy
de ctoné}e Se 338@ ((}‘) como 3¢ q@eria
Demostracen [ teoren 322
PO(Q CCLD\C( S con D< c(go Jcenem@ gpe
S
L] htod | > L[ mm%!—- - o | & -
’*’—*"*NTE/—) - ————T M- (é) s —
Lueso A=>1 cupnde 540 pues floy =1 ‘d } en conbinua en 0. Por § #U'o B—> 0O por
Convegena G acotada  pua | fa-F1 = Asy, se sige. ge puse £»0 dedo , existe §= &)

con Scéo 9 r\o,ﬂo(E) Yal e pva Jccoo r‘,no, entonces () no & menu ge i-¢.

AsT, pur () :
| o (T-257"2871) 22 (I=g) -1 > |- 2¢, (20)
Seee (Unde une sobsueesivh con uqﬁ&n{e uagamerﬁe de ) (e existe pur el (Heorarme (224)
Qe converge a M msP |

o code § e sabe face lag condidomes ah)r@mrea 4 1l pe -28" y 28 no sean

~dlomas de M, tenemos, guc lo propiedod de (onvegemia vagu e

Uy 2U(C-25"28671) = ltim Ao (2872677 ) > 1 - 2¢
N—s +0

CDYY\O E & QfB{}TUlO, entuncey e tma. m,p.

la funien caedteishe de L. Asi, pur el (teoreme, 521) e —> £ en Hodu po fes
\épu la \upoieus («) , f=Feo. Ast todo [fmite de convesgencic ve g cons iderado
Liene la misme ‘(Vﬂuon cecaddtedshca Yy por teocema de wnicidad, o misme m.p. rotends
et Olhma como Mo .
Pr (o tanto, hemos pro\oa&o () ¢ )

®



Seccion S 4. Aplicaciones Jimples 5
Teocremu S2Y- Jea F vna ﬁnu‘o;; de o[r!/n'bua‘a/; :;f LLfene momen+v{ abwéu/v{;ﬂ'/m
de orden K entonees  §u fundon caracteriitic ‘99”3 desivada. de orden
ooanuCL Y awfada, eﬂk)ng&\'

s teo .

WP Gn o™ JFa) o

—o

Reciprocamente, si £ tiene daivada baike_par de crden £ en t=0, entuce
F kene meoments finito de orden 3

Demos‘tmu‘oﬁ
Para =1, la primea a(w’rmau‘dx se obliene de le (‘O’fmdo
Fleen) -4 - /*“’ githx _ o™ F(x)
n —co h
Usande una cle.sigualdao‘ clemental vsede en (g c{emwh&u'or/) del (towems S.12), o2
dem vesha Qe la i{ﬁ'e&ral anteice esdd clommadq po Ixl. Ast, si

/}xl dF(x) < +co
podemos tomee WW—>o0 ‘o&\&'o el giano \'Y\*‘Qﬂm‘ pura obtener (1), la conBnuidacl

un‘v{‘wme *f*oer Pg}e é}@ \&spmpiﬁda(ﬁ&l c,iemos%*c«}a.e cxl inido A@!'mpﬂu(o.
EL caso aenejal kK Se obHene Jel=s i0doc civn

?O(Cl \lu Seaun&a u%(mQUU%‘ Sece k=2 9 Supcm@a e 1‘"(0} @xlsfe Y & TébI'vLo_ AST; fﬁ?@m:u
Qe

Y01~ lim  F(h) =240 +4(-R)

h—>0 hz
= lim /$ e -2 + e dF(x)

h—o ) \nZ
= = iTm v J—cwarlhx) dF(x) (22)

h—=>0 [ _ he
Lu@ao, como
?—\rm L — costhx) _ 52,
h=>o0 hz

I

/+‘° xEFldy—=2 /+°° ltm J—cos(hx) Fldx)

w h—o hz

b = [ deca(hO Fldx) = — £'0)
h—o —D \,Lz_

) Y, \ . [ . § ot
Bl coso general puede ser vedvcido pur inducien, comose muellre  a conhnvacion.

Poc lo tanbe, F Lene seﬁon&o momentbo L‘ni%.

' D (2w)
SUponaumos Ge 1(: Jciene c\PJiuo\do fin\l'c« pofo’e Ofcg@n%len t=0 Sy Qe 7/ (0) &

woita, entonces  F Y (E) existe y & conhinva en olguna veendud Je 220 g (veqo per
lo Wipokesis induckue, tenemos qe en particwlar

£ (o) = (-0 / x> dFtx) = £ 7 (0)

X
Tomando G(W);Zw e dF(y) pora cade enton ce G () /6(e) ciind Ut dle
@ﬂish\buu&x con tondon Caractertsh ca




(2 =-2)

s ,L_ . w =)
W(%)——G(&O/‘ /@ '}79(2%’7'5/;{7): (:l_) ﬁ,,_/___ (/?/L)
G(w)
PG{ LO "'&nh. Se S\gug q)@ li" eXl‘Si—e d p(( ee codo lL:Z Pl’Obal/C’ er’,[’e/l't’ff)’)?ﬂ-}@ v

-W(m:@#@({) //xz dG(= = ey J X2 dF00

?.Lé’ne moJ Qe

Deic\on&e. de concluye e
(0" £™(0) = /x?“a/m),

(O Qw éz@mueﬂYq Qe e\ 'Zlo_l-e’sflﬂo momento ) (fn[#o. E/ argum@n-}n eri*g.’u/ 7[a//’/< ¢ G(w):(j
peo én e caio, Se %ie\ne are F= So, f=( g e( +@o{ema & f?l'u:'af.

Teorema;é-zg,, 5i F» Liene momenbto absoleto de orden K, con KL on entec de
teo cuz T3] orden K2{, es decr

Entonces, en uvna vecindad de t=0:
. i | '
(o) e ‘
B o o M8 ey LW (25)
\ a=c ! k.

de orden 1 g |Oel<l,

"Demostracion. Cves U337, Pay 2490)
De Gwerdo \q eypangion en seiea ce Tayler, & & K veced o‘iw[e/emciok/e en t=0
EY\{DYWC% K
= () .
=5 17700 45 o of |4) (2)
J:O j‘"
S -ﬁ {iene la K-€cima éQIiUQC"‘-O w(lm\‘}r.o en una erinckaol\ &e ‘&20, enton ces
)= 5 £900) 4i, £7088) % 181<) (z¥)
2 1 k!
Luego, wmo el momento u\osol_.u% de odden | con leicw @ #ﬂl'\to Y
£FO0) = im0 | € u™

A%T, por (Z\\, (26) 9 Y, e deéuw el resoltado C{'C—’é@&do.

Lema 526 Sea (Caln una sucesicn de nimens complees ol qe (o —>c,

ento ncey
= n
, hm,,,, - &_} e C—g
¥ h—bf? ( l n ==
56& (%n)n  una sucesion de va. ii-d  con dishibocica F y Sn =00 Xe,

Tecrema. 52% i F tiene media (eperanze)  finifa, entonces
o Py m
‘n ¥
Vemoshacion.
Pocsho qe la convergenda a ona constante m ey eguivalente o lo convergenda en istribociz
o 5m, @& sufidente, pur el (teorema S.22) prober qe la fe de Sa/n convege a ™’

( \ A 0 -
(lo wa e con nva) . Asr, como £S0 = JT__?: f’xl-, @




TEeneEMosS Qe -in.

E[Qi+(5n/n)] = E [ e:(f/n)sn] . [%(%)J

Poc o\ (teorema s2%), el Olhmo Hermino ge puade esuibic tomo
mt 11"
(emg o (F)).

LU%O, poa t HJ'o, 9 coando n—> +co, se Jigve pos el Ufmq 526 ) qre
Fon(t) —> @Mt

Teorema 528, 51 F tiene espeama m 4 vananza it 9250, entonces
, Sn - mﬂf‘?r“‘d‘fym N o)
| T’*iw,,r .V>‘< ARE .é

e a4

Demos fracion
Sin pé(c\\‘éc- de %enejalic‘ad, poden«os _svponer m=0  si (pnsiotejarWO§ XJ-~m con JegunJo momenik
o2 Andlo&om&m‘e 5 la_dempetrorich anteier - Lensmos qe

Elex" G ?VT)] = &) o
i () o (]

n AN — T
| an n
Luego,, poc el (‘eorema 513), se sigue el vesultado deseado

Teoremo 529, Seon X 9 Y \f-q.,,,,j..:i:d..,,Acan.,vmedm.,,ﬁ__._%m‘uart‘anm R A R
son independientes, entonces o distribucion comun de X 4 ¥ e N,

Demoshracion
Sea £ lQ (ur\o‘\o’n caracterishien . entonces por (D),

£flor=0  #'0)=-1
LCL FImOo'n caracterishica de X3 Y en fl¥)* y para X~-Y @ f)4(-1), Y, éue(go, como
estoy variobler  son independientes | la foncioh caracterichca Fl2t) de 2X sohstace (o
ziguienb celacion

Flot) = £(£)? f(-+) (26)

AS\j se_ §igue por (28) Que la domcion £ no s anvla. En eledo, si_ge anvloa parca a/éw,; o,
entonces  tambien lo havra en to/z gy pov indvecion en 4o /27 para_tedo nemw. Peo ado no e
posi\o\e pues
[ nsee £ lolan) =£l0) = |

Dehnienda pora coda

plt)- A1)

F(-t)

{ef‘emm e
, plet) =ple)™
Luego, Heolvamente  se  tiene e

PL’c\=P(%)Zn= l} RETE (in)
Va

2
por el (teorema ses) gy (lema 520), Ast p¥)=1, f(2)

fl2e) = F(DY,
erijﬁem,\o el Orgumenh) anteiur en QQ)} -Eenemo,g Qe

il
L

o= (&) e (B e

f(-t) Y (28), entonces
(29)

@



Capitle ©: Teorema cel limite  enfral

&L‘uc’n ¢\ Liapounon ,,
El tociema del lmite cenhal se rehere o un rew'H‘adc qe aregue la convegeneia
en distribuden  de una suma «normade » de variables gleatoias (Sa -an)/ba o una permel

N o). "

Una version espeu‘al del tesrema ﬁ,.e prcbaAa sn ol |desrema ©38)

Varw  genealizar el teorema, actemes cue

M=<j’j§),ﬂz_ (1)

bn A=t bn bh ’

@si, veomes o cenhuaden Una manera para mangid N ameglo E.d:me‘miona/_
’P(I(O codar nxt 'Een emecs (j\ §idb;en\‘e Qrff:‘glo C‘e V.a, ) ’Xn,J'}' le i< Kn f, (,toﬂ(,'é’ Un —> o
cvande 0 —Stec:

X Xiz ., Xk
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Caprhle F: Condidonamiento.
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