& cometvia de aroay \ seperfided. ra

—+ Geometria  extrmsice — Geomelrya wiensica.

G eome trio en wm 0 r 0 V cfecencias
(%B ‘ > Diflaential Geomeky of corva and [Wf%% H-Lo. Gimo.
a e S / /,f' =D esen bl @@meﬁd of Grve - kobuy ajA/,

CaJ}-L( cocona .
4 BEvalbvacionaa  35% /o
+ Tallese, 20%
» (Cureas que Conecemos
Crrewlos C=}(x9) ER?: x2+4%- (=04
E\Tpée E h 2 Z
i y s 5 K 2
2]()( ERZ: Q.Lk%z_{ ’O(I
Hipecbole W = ﬁ (%) ERZ. <2
- = 2 == 1
at w2 !
L= l) (X1, 3)6@1 y ([ 4—3’“)7wa“(x?—31)::o i,

f(mdxmeA .
F=l1Gpnperl: y-fo=0

Ern & epacio:
2 {(rspems XrAEl=o [

X -y+32+4l0=0

P: %(*dr—e)éﬁ?}i X+ u*-22-3=0
>( &33 = b :O

Dehnial
DCLd-OQ £,‘[L,.~, #\.T'Z'h+l‘_‘ﬁz 3 C:,.Cz,.--,Cn eﬁz‘l O‘l COﬂlVY\}Q.

? Pl 7] ,(,x\,.,‘,)(n, xv\ﬂ\ emh*l: '/l ()(.,- ',Xn,ﬂknfl)"C{ =0 V[/‘:"p/ Iy'{-
le lamawmes weoe de ntoel en MM
Al sidteme,

J[f (x',“-,XV\, )(nn)— CG=zo V/""p: oW
le lamames repreAen*adolr\ imPl"U\LQ de la coran de nivel

Corvan pu(amejrn%mlas.
Una coeue parame"ﬂ%o.&a en & @ un mapoc
¥y: L —R"
b #H)= (D, ¥ ()

c(or\&e ITci2 & w wﬁwn)fb cenve xpo MO onitadio y

yl;?]'_——sTL /
l b ¥ Jamameos G

pore coda t=liom ot cvales e refecimos  como dmtdones wm;ooneavzea
t el pzfa'lme‘FO & (u corva.

Dodes  Lra o de aivel & en m“ar‘fd‘»@"‘

v toroa Qot(um@%\\%a&&

: ‘ c
becimes que A1) g ¥es unc po:ame}r‘.‘%au‘o'n Je/«ﬁepa(*e k)€ wando FADEE.



Recorde moS g (03 UHIEGS COIVITTRL - PHIVEAQ & = <coh iy intdrualof
%’emp(u Lo J/)nj‘u be ogres;

Sea azo qu/J'mria pero vﬂ’o{. A (a Cerva Je rn’uei én 721

5: i (yl'j)e@z.' j:,_ﬂ__i ?

la )(Z+j2
ge @ wnoe mo  cywa de agsesi. Bl mapo.

¥y e—wet o
L W= (é,ézmz)

e wmnk Pc\(ame}u%au@i\ posa zg

%CmP(D'- Espira' de Aiqu.’me&%.
Para abyo, en coo rdenudas PO(“@, la wroa CQG f‘""e(
E=1(n8) € [0tk - 1 = a the|

3e tonoce tomo la %P”al de quufme&/_i e (effejenf'a la ﬁ’&yealv‘(/a Qe  recoie unfzm/o
moviéndose  a velocidad constante sobre wa recta gee Qira s il de orgen 04'/0 &
veloadad - angeloe constunte. ) :
En mo‘co@ﬂgcz‘ coclesianay  Feremas e
X=v cos(9)
Y= genlh)
enbonces

x = (@45 D) cos(6)

y = (arbh) enld)
Yomande  B=%, ton LR, se obiene e

% x = (atbt) cos(t) , lew i — i ol | 5) . % __,;,'@'l

8= bty ) il tpf.x%ﬁ(M%QmulwwmeU
| . amf/ TV \

l\_ - 7 7 ‘ = E S

€A v pcxume)hi%auv,\
QU"UCLS SUaLEs.
(onsidecemos  la ewroa pammehi%a&a
AT e — ¥
L 2@ = (X0, db)

gi Co&a unl (98 (as ‘Amue)neA Com
onentes L ' .
o U-csima derivade. de & r&spe&opui no&(z Yimmq}c@z daberen duvles respecto @

& cpdbeinHIT),

%’321 4] = y(lﬂ&) _ (V.M&),..~ , a&.“"w) o
Delimay G $ e o woa Sae  cando ¥ existe sobie inHID) poe cades KEMo (vae
ESc;ibimo&
® A)(O): )} s Xlu’)z XU)UA . A/u(‘l_):ymu,)
» vecks ‘lU'rLt]emLe, velocidad en € verhe novmal ('w[gado%) o den .
oY

“Y‘&)” V@pf&e’) (m"’anl-drm ern'z,'



Veamos @& o (i poremerrigad aq C
Y labl — ®° v
L )= (0L, WD)

e;g:ie:{:zilﬁ' wan&o Ca(L ﬁ.nuu‘y, ocnponen}e [2) in+€3rab{e.
b oL
) - L
[ (] hode, [y d&)

MO"emm qre
/Y'{X) dx = YD)+ e

Yropiedades. | It
Sean X";(M:.i TCR—®R" ovrvo) pomme}n"aa()w gee admiren dbii vach ‘Aepli‘mer orden  20bre k()
Se tiene Qe :

c(dA® ¥R = a¥\ (D) + BN,

: n (A1 @) = $O-1(D +d R

- ‘Reg]a (9@, Leil)rﬁ% poca el pro&oulvo tateno !

de la cadenm pi = T aJm,'vte wne Je/;Ua»odo Jep(/‘me @.’Cﬁeﬂ < Im(ﬁ)g-'rm‘/f)l

° Qeﬂ\u

enhnc&\

Y E®) = ¥(FWD)FW

* Regla de leiboie pora el produch ecalar: fi FrT— T adwife
entonced

(FOXM) = FHOX W) +F AW

P“"u cada o, p R y poa cade ¢ € iH.T).

Adema, s, AP = ¢

produck

pundo
poa cado te nHD) 1 @n CENL, entonces

derivada

& prime orden en el int (1)

A n'#- 0.

poa ada b € nt(T) Y J‘Qm‘bie:.n
LA ARAD  pre wle Le Tt

(J H 5(( 1 |
qt Ol s dec AW B = 2B AL LD M) = 208 ®. v,
l
LQnﬁ‘ }U(l ‘96 uNa U\”JC«
Dada wa wivu purame bizadn

lon&\hd bo lo wiva & eake Hlbo) y Y6 por
&
32) = fn L) du

Y Tew —e2"®, pua cade L, Fer b dobinimas  a

("
Q@r\J\‘JQJEmOA 3'?[0,!1 — i1

Q»(m&o L'o pe e (\‘3‘0 (pvnh) de tawe) Y Yty Vorio, )
obtenemey  wna mapu ceal vawado § o, 1 dormila, ) 5"’,7{#)
al el denomivames Anavh (onji}uo/ de arco. B X@\\///
I &t (ud ) - (W] = 17'W ) -\ g
Lo konwm) prommo&o do l‘o (7 VRV S TN 2 (;)éto"l a(bwlw'fo pero 4},0" .
S -k 222 [P @] de hoo ol pe  whelodd



Nok 1.
En el cwo Je Qe ¥ BN = poru cad‘{a éé—I | ,
o lo Gle denomiaamoy ¥ & % rapi(ﬁe@ witariy , el ca’/w/o de o ZO/’jM/f/ Je vorg  a myy

sendllo. . |
i = ﬂ WO = [Ty g - -4
Oehaiion 1. o
Una coxea paumeh%ac’ja Y T— 8", oo T abiako, & r@ju/f/ coando
YW+ o peca cads EET
Trske wo Ptocechm‘ienjm o obtener nt cwrva le rapidez oniteds,

%Gm{)u. E&pi(al (09(1({}11\3(;&
Seu KEND orbi)m.‘o peo g‘jo. Lo wew o me}r}zﬂt/‘a
}" [OJULE~—> u’Zi
) # £ 1 Y= (e“arl®), € 1)
wma limage tn ate  cwo, ¥'H) - €”€(MCOJ({')~J&H), ien (D) .,ij))
N YO = e/ 11 g )= VEEH (out. 0)
2
pou €20, la &sp.\(ul (oguw e @ we wwa  poa mehi eadk f‘ﬁ7“/o’-

Soeves 3 & junio de w2
En adelente, awvmimes gue bodes oy woroas pocamehreacoau Sov Juavey

%'emp(p :
,Con“&élé‘—m()s wma functida {:[abI—+ R, ;
0 wdl odmite denduda  de pamer oden en (ab). Lo corae pwanehwtia

3” ‘la bl —+ &
L YO 2 (4, #D).
Hene lor\j\"ua \
[ /Ut ()™ de

FempLa. Consideremoy  una orve Jolcma deccsihs en coordenodos pclecer (n#)s con Y=1v(¢) p

gelabl, e pmme}v:“taum N .
¥ilabl —» &
0 — MO =(rear @), ¢ senld)).

To exte couo, A losdvcl do enxmlc:, ¥(@ d\JUﬁ) ea
f, vely) + (r'w))"“dﬂ

-Em ,‘ . »
B&eg\b ,c >0 m‘o‘n}n:rios pee Q;(o;, A lo wrua
Xl" ["(LC} —s TZ’L
L ) = (42 b)) »
ge le conoce tomo  catenoric cepresenta o ﬁ}jm\ g fraza mna conidic ok s o

Unh‘wme cuyon extems &Fdn {jo,\‘



la lDYthud de la cwrva carenatia engre JIL=¢) y &) &

C c
ll 14 senhz(at) dE = Q/ 00l [a{*)Jé;é%Jpné(h)A
0
Mokimq bambieh ge

Eo exte caso,

Iyl o ¢Eetao),

lo Qe nes Indica que & ¢ rezjc(o(_

tlos PC(C"”Q%?GOOnG«s de los corons son dnica?
Considaemes  los wrovw & nivel

€= Hm)eﬁzlrj:ff

I\\io&mm Lm mgpe
Qe lPU 3)* r\z — ‘2"1

‘5}‘“2’—:»\?,7' ' .
L dlD) = (6 8) 3 L 4= (769

. Pc’am&‘&C‘UOI\& de & En erfos  cosas fenemol e
¥ = (1,28 y W (k) = (3t (,bg)

puc wle te2 . Notemes e ¥ e e ung (Pcfume‘FI 2adion rirfu/u ke é

Q@pﬁ am Q—J:(‘ Zlaciones
Consi c&eremoj clm

¥ ITER - et d’\lji e W—
£ ¥(t) 3 u— ¥@) -
Dedmos  ge ¥ e wa r@puame’hmm e ¥ cwando existe
I —+T
b A — Y=
L}debh°°: sowe ol Qe ! tambien @ Svase N adem ai ~
?(fu) Melw) po« cadh. UEL.
Usmomes a ¢, mapa de repea meltitccica enlre <Y( * Notemes @€
ple) = ¢ (@ &),Wu cadu tEL
Coma‘(gaemm la cursa lﬁ; Sbhj) c?: x? va__.” ol 3V pw(ame(}* ‘e:auon

YR —e R
Li—v»¥)= (cort, sen t)

mlﬁﬂJyM ?jﬁ&/’(‘ ﬂoAa

wruws  pow mej:luea&w Juawesd |

Ohu pramelizacion de E e N
ah 12— wrt
Y ¥(#)=( sen 4 i by)

Notemos _ _
bl v (0) = (sen(@), cos(W)

_ (ca(g-a) sen(F-2)
= ylelw)

P @l ‘(7/)1

oy +—v olui= Ty
o

bldedv‘uu, Svwe Y con ivesu  svane. AS|‘ ¥ o mu repgame)n' 2acioh de & ©
\



Cualq),:\e) reporu me?n’?:ado!q & e cwiva (%(/UIU Jvave , '/Zimé)‘€ﬂ) & l‘?ué‘r

Fropiedader .
Lewe ).
una  cufug (Jc.famedl‘r;?a(/ﬂa /@ju/c( |

Vemostracion -
TER s R
;?Eﬂz —>ﬂ2

Sean T
Uno  repuc mejﬁ'?;o\c,iufx de 3". T
D eno famas poc © al mapa Je (Qpaame-a\u'?au‘c}f/\. Jean %EI, uel ﬁ‘/@ Qe t= %(Z’)
o\)ale\&f%‘\@qn
Poeito qre v (e ) =4 Jecemos g
dy (¢'®). 4%
10 ge nos ‘mC\iCC\ gr-e ok b
ov (*g"(t')\) + 0 pue cadu tel (2)
Ademds come ¥ (U)= F0(w) , yemas gre V
d¥, . T
— 1 = dé” \ 4 ‘
T 2 (wm)ﬁ% (W)t o pe cath UET,

o« duwe, &ﬂ#fw& Ju ﬂ[mu‘uiq [oy//uo/ ,é creo

b )y pue qe u g cagoler. Ast, F o ceplen

Lema 2.

S Y TSR —R" @ wa wrea (@30(
Svlwe Jobre I, pod walq,\tel pm% inical to.
chizads ¥ TeR—2" @ cegule 3i solo 5 A adite né cepe

Propoasiaen V.
rgﬂwoo puam
2 Q) o
" = 1w et
de (api()e% nifeio.
De 05 D0 m. 4
Sur:m amod e ¥ e rejulcr} asv I ?S"'H)”? 0O puk cara iéf, B
( ; b | / 74”, \eh inVeNG, existen (MP)= = 9
P vesto e I & dvwe sopre I, del deocema de (@ ¢l o
(g, B) 1al %
B e Yo o (P~ («, p) 4 P PR O
€ ()H{e(enulu\blg Escabimor =g, Y denotamos  pur ¥ o la corr@pondies ?
~ lo (epue mehizacm .
de ) con mapa de (epuC | e b3 R ¥t E(d,p),
A, 2 () = ¥(8)
Vie (wB) yEep

B = s

oo o doko
N FECSys ()
L EHI 5] = ' (P

ae— (90{\3&
S Iyt h= 1t

poc ok J¢ (&B).



Ahore  svpengamal EXITE | ~

voa repuomeizacdn  de Ax,wn m@j;i seeih
/

mupu  de (epG
7 ¢I—~T
Yol ge
L= IFwl = |1 e@on = 1D ¢l
pou ol tET, ueT. Eib indi e e &y # 0 pu cuth CET, & decy & e f,f;’?l//@_

Nota 2.
As le llame ma pdramekvo (oqgi}u& de arco .

) [ \
(pm 0.
Uniteria ! -
e Fluw)= v VieE
Se %‘ene pe .
Gl o Mapmpiiti 7y Je 1”0/’/’/:;2- |
. ey ¥ ¥ "
oG a‘gma wnstenk ¢, Ast migmo, 41 U=STC O U=~ +C, erton
uniteia.
Dematracich
Se teET ,wa\qxi@cl. lomo
¥(ue) = 2,
Vemos  Ye Rt
Yuw) we) =¥
con b ooal
¥ | el =ieem)wel =1 yin il =1'%)
PL( (0 ‘}(u\b .
s =lutd)) . ¥eer
2D
Ay, U=3+C o U=-5+C paa &@una fcﬂ/’["’mf’ Gl

Hode g de Svnio de 02t
Ej@m‘\ }u(umehﬁ, tOM,iM & avwo.

Censideremos (@ cweva pua meh;ul—é)a ;
Ot — ‘
L Y /e Cé)fa’) é ZH)
Ev %¥€ caso, *eﬂemm G

3= sy VRZHr (pre o> t:L/n( ! .,Ll>

(o 4o ) L)

de cpi ez vni foct.

Asi,
. ©5 3 | P 57 !

“”z(m *')( (l("km“))’&n(“"
& v fepuame}n?;uu& rejbl(“,( de la &p:‘(&l (offan‘Lmiw

Vecter fonj(om‘e @ Ut CurvG.
Dada e wlve Pcmmg}n 2ade cegoler
“.Jic fii == B I

0.\ ueo&\'ﬂ \
Q(G) UTON =] ' ()a& cadde éC—I)

e | 0 s
e lomama vectur -)—angenﬁ a ¥ Sl en &),

TS
Ny
N
-+



Pueto 9= §
T T = ITHI= | poca code ter

se S‘igoe Qe
(B T'#)=0

o e b ge T § T son orbggonales

Vector oormal @ one weva
Qande T'(E)+ O, poa wda T, Jefinimos

By S )
N (E) [il?TJc)(l con  lIn® (=] pua woke tE L
o ( o '
al wd le lamamey  yedsr nedmal prindpal @ P en ¥, /MB""“A;
T&).MLHZO puo wde,. EEIL,

Lo cwrva
Y —wmw
Loy vD= (wost®), Senl B, t)

O VG&O\O( pues
L' = | [~sentd, @, D 1= VAT FEER
EY\ (315*8 caye, e ‘h@(\@ W
| T.(H :\/-_19: (-sen ), with, ) g N= (s (D, = sen(),0)
LG8 s lw cectas? _
Consi besemos o worcva pc;ame_}fi?-acoq
W Icrr— "
L= (R, alH)
Svywdumm e existe cER-%0( fal pe
Y =c Pt e TED.
Asi,
Y = [yieh) db /Cclfjc{;ﬂ,
UL al g ber™
P 8 ) / 0) *0 Aﬂ j
En eate cac Y ne Mas Qe o Pmmé?tnwdm e mq recto, avemad
‘Y“(f):o pou ([:4"0 f‘éI
Coondo €=0O, Yemos ge & e un P"”&O"' -
e Ciog M0 & o retts |
A ((.1 CanHJazj

Curoahea : ¢ Como medit (f’é tento
S Y ITCR— " i CLi VG pcyomehi%u&a de rupi‘c&ez— onites e,
k) = | 3D
le “Qmunws lu woahre de ! en ¥UF) . Coomdo ) red‘o, su Cocoahre @ Cero.

Ejemoip
Oonsideemar o wroa
@,: F l\ (W\ﬁem‘ v (x-xa)tt L‘A-jo)'l - P’Li
q\& e MU\J %UQ C& u’rwk;o c"\e Lﬁ(\sﬂl‘ (KC;‘iC‘) ‘3 FUA(C' 2>0. L@J mupod_
){, R — ..—?_'1 )
Li— () =( %e +Ruasld), Bot R Jeald) ).

b
8:.3 P4 “"DY:L |
[ 3 o +
5 O t k‘zu’) s ('xc TQC&.&(—%). jo t Q&n(_rzb
SN PLu Mme ' LU thned & g o
e iy S dende Wy oa o repo métiegach & iew omiterea

®



Ho (o promemtadon & rapites GAIEEG, TeAEAER @
50 <L [ea(k). sen [£));

Puc 4‘&1\(}‘0.
k(H = —(PL\ pue  cudé ek,

Loy C”wlm h@(\@ﬂ UJ(U(D’}UC( cord ‘}(},-,"nle ?(M}}"U(/.

» A peguenoy acewlos | gean wevaltory o AcGrwl gmmﬂ@, menor cwroctia (locdmente o redw)
Q)(\:‘u\ﬁfm a houes de fepoame}r Zadend .

Sean A
a n =k , b
e RN dy  repra meDi etedoNd

Une i oa reﬁu\u, mien&fcs Gre S*JE_" ®©n 4 wie
ropidez onifuria, de o
Schema A

i C Fwesaw)  pe
dtmée N= Src. Pu o +<:m%o, Je Jljoe g

a7 b dF o dY
t ds dt* ds®

ol LET

lo qe tndica Ge

R | e8]
Kit) = l %—g = {‘ OTS’L

i . h
Asi Lo woiahre @ daviciante bejo  fepra méMmzad el do Bl

Covahn: Caso  cwevoy planes

Sea WiT —» @Y mu @ric Put'm@“l‘”\%ac"t en o Pdg‘medw (Dnjihcl
le lomomes etereadul do Fienet de &
emes  @e existen doy vehoeey N&Yjwalm o T(S). Denotamos por Ny al Vewl‘}' oni'ferio e
obtecemor al rohw TLS)  in dnyv{o de M2 en Jenhdo antihoerio, asi”

ns & N()\ LAY 0 f\_g T'N(S-) %

b arco. A 3T, MO

Poesto g
5@5&0\03 e exisle ke @R %’O«l

ey T =04

y“(S) = YNy

A ks le lamames wuaé\m& o siﬁno 3o ‘\A'ﬁ

Dekniman K=o, wondo TG =0

Dessipuon pX el &ng-ﬂo do  gi©

Coando ¥ T — 2 e wnu de Capd
¥(s) = Loos(pln)) o Sealel)) € $:(0),

c\m\&i Silor: = )1 (X,xj) CR2: v =t \

Lamamos o ¥(8) el 6n8vbc que mide lo rotacon e H(8), el ol no &

probomoes @ Wﬂ“\'nuaudn‘. existe.

€J+C( P\}ep% Jes PC)J.’HUCI; nCJ‘B&hb‘U G Ccero |

dez unituia, puc wle s L de hene gre

dnveo PefO comp

Proposiaun.

, \ TN ~ L
S ylal) —v R une o G apider mitric, seelab) 3 Boei® fala g

Y'(S) = lces o, sen €o).
b)) — Rl g

th

Fuste vn dnio mapu diterencialle ¢t
Y)Y = e 005), Sen €()) i Se (o).
Momamey @ @ el dngulp de giro Jde & _s(:j‘ea% « (a res_&i cciom ¥(80) = Vo



Vemoshracion

Poesto e $ o de mpider UHHU”“, existen 7432(01\5) — R Jvave tales Qe
Ms) = (09, g(9) ys € (ad), £%(8) +3'L[;) =1 vre (a,b)
Pao o ge (ao), dedpimon
¢
¥is) = ‘90% (#0)g'(H) -5 41) d&.

Por tant, Feaewnos e

Y(50) = Yo '
') = £()6'0) -§(F) | |
pou e se(ad), 4 Como 7[:{ § Son Jvawes ; ¥ tam hien et qvavt

COOS[C\/QKQ med lO) mqpa\g

Fo ofoosl®) +gsen(y) y G- fyen (0) -9 os ()
De W)+ wyemoy Qe
Flso) = o5 ¥ 3 4s0) = sen ko,
0l
F(%) = £(50)00s @0 4 G(50) den ozt 3 (5 =l50)den po - g () cov ¥o=O i
Vameos @ \O(Obcf e F'=0.
Poc dehmaom , tesema Qe (3)
B = ($4gedoos o & (g'+fe) sen ¥,
en Aw&e , ) !
$lrav = £rgldg g = £ 4 gtg-g2f! = +g%g'- (1-44 f

poigly A4 = HEg I EE)

A

Y Como (1[1?3")‘:0, enton ces {‘ 4 p' =0,
Ancl(ogameﬂe. s puede oObtens g' Hp'=0.
F'z0. ®e momea simla Se proebo. Qe
mal am gse obhene el sislema

F=1 -fcsp+gent

G =0 = flenly R 4
R lo "-cm}\), tene moy e

j[;ZUOA@ Y ﬁ:)@ﬂ(er

af, YO = (cos vl), en ¥(0)) en Gb) | con ©li0)= Yo
Lo, wiudad opeda  Como ) erciciO-
Toeves W Jeé:“*o de 02l
5@(7\()(5;., Gervatura,

6o WO afdo ce&ulw

OOM)\)QOW&O &1401 re.w“-a%ﬁ, se J"'Qﬂe Q“»

l—’—O. Aff, F:} 6 S om COﬂJJ'D‘”;E-/ .

Y] R, ge Kene Qe
kel . I x I
¥ w1
Pors une cowa pluna\‘@ = (% 4G 1 xEeDem)§ Qﬂz—l, donde : Dem () — 1 & Stave,
Wya @Uame}d%ud‘m ndoadee g, regu\or, se hene @e
() - 5 |
(U4 (§10))¥2

En @\ o é‘c (CU O Ve plana)

| k) = || , | |
@J\ wi«’i \)i»Lé/f C&)S;L’gfv C( lL« L._,fv(."vr(,. won 5[(,0.} Q) ’ﬁv\'{( U {a (;y(,/(;'){)/a,



Relaven wvatua - Angulo ve giro.

Propasidon

Sean ¥Yolah) — RF e wroa & rapwoe‘& uaitaria, puamé#;‘&ada en Sy pc;dmd‘m
de aree sy ¢ o dzﬂgu(o de gice. Se fiene que

b= 4% - 0ls)  en (abd)
ds

Pur LO {-a“h)l Ks e lO Hua a {Q CU(LI rote e' UG(JU( +an36n+e a (0. Qroa.

p 7 ~ [ A \ ~
‘DG’(PQS;‘(T‘ clon: 39(\ J€ ;;l\bs i Ok 'LI(“; 8.6, . Y ri\:'ﬁ’ Qe
: A6 = [eos (0191, sen (¥(1)

&e Tiene que

K Ny = "\'I”(,(\“ = ’%”J\ '/—— <on A1) rav ) ,r,\‘g - ¢

s Ty 8 ¢ (— 8en @), coys ©(5)) = 14 (5) }//’3_
Af;, Vs :\['(5\.
Ejemp“‘w; Lo tatenaria,

; ~2

Paru la ek 2 (0, re0) — 2

£ $t) = (£, cht)
YU = (1, senkd) L
NN = cash &+ 0 s:/9 wsh wdu < jehh &

« Y'(H) = (o caht)
oen ¥ el dn&u(ﬁ ge tfosme W(H) con e ge X

se hene g

jenh? 4 -4 ¥ vemas g
+0Yl W = I;e’\ht: j‘

'

sect(v) 4€ - ¢
s

pue LC +&h4‘0

KS ‘.d_‘e— ‘ = \ \

ds  secty l+>{~an7—‘€ T Tt

Bemplo . Clotoide 0 expical de eder.

Pare lawne %, wn  woatwa  cn d1tno X¢(g) =5, ton S=5¢, teremal e
e = Jlide - )0,

o ol ’ =T

) = [ &) S g
‘Isorsehf‘ls directas. (L CO&(1> / Jeﬂ(l)>

0
Un mepa H:RZ — R e wa isome tric dicedde, owando M=T,0pe

- 14(4'):(1(5]: ]

>0
| + 31

donde

fo= (%4) = (Xcos (@)~ § genkéij x Sen () + y ceg (&) 1 Talxy) = (x¥) + G

‘ ' H o Ye.
lu cotacieh  qob horcia  de un dr)jv[p ¢y beaslacion pue ek vedoc ce@?y, respechvemente

TelLcemy %ndumeﬂa‘l o v Soowad .

ZOQ?HUJ

tl

Doda wal guies funcide Svue Ko, b) — R exsle wvna wiva Paomeﬁ"?—““‘&a de m?"‘}e% i foric
Volab) — @25 ayu wrvalre  gon signo e K. Ademds, st ilab) —R*° e Wi

de copide untorla  cwya a vahrs  con signo e K, enfonces  exis

el g ¥= U (2. pera cade SR

J‘63 ont l‘dome/vfa c/ifeéfq



Vemoshaction

Yea %0 € (ab), c,uc.(qu‘vera. Paca cada sela® de#m'mo;

bls) = /g K(t) dt
Jo

a5, ©'(5) = k(s). Consideremos
¥ (all’)> v m?

S )
$ s = (/30 el P(f) C/gl/fo fen K(é) 5/32)’

lo wal o de capidez unitaria h \ ) L
" ae o angulo () con el ge x. Pueoits vity) =80, conclvimos
e o lewove ge edumo b%Scamﬁo_ g n el ge x. Pvato ge
Ahota WPONGAMNOL Gt ‘

?: (le) o ']21 ~
e ofttu wea  de (&pitge% U()H’o{}a coye &HUCJVVQ con Jignoea . Denotemos ot b e

de Gito oo . Asi

( a’njuéﬂ

F(9) = (cos (90) sen (£5))),
puc tanto, se Hwe e

N 5o j "R . o
A) =( LO(MS(P(&)‘) c?é,j sen (¥01)) d 6) 17050,
Como k(Y =V'(5), se Hhene ge . »

v(s) = : L@ dt + s

Tomomc‘p A= 3“«(30) g 9:{0’60)’ como F)J(j):\@(‘(),;él J'(mJO con (Q), e ﬁ‘@n@ Qe
r(s) =Ta (L: cos((H) + 8) Jt g 2alyH)+e) Af)

P
=To. [ [ car[B6) A, J‘ con (F(1) cu)

\ 0o

(2)

= Ta[(pe (¥(3)),
PUC\ Caaa SG (aﬂrﬂ
Proposiudn - ‘ ‘ —
Crvﬁqﬂe Wy qum con wm%ﬂ)ﬂ’- de wuo"im pcul‘lwa & mee de wn crwlo.

Dem astracion
%QC. b Ch(‘,»\& U ), Ks Svu C,u(uc:?\NQ con S}jhO, K>0, con K=Uks © K =% .

¢Es P“\‘He Qwaalﬁunos puﬂ+05 de o Gstudhyrg, Wlen\gon cvodvee. con Jfgno K, mié’ﬂ)‘f”

pivos engan -K-
gUPOﬂ&Qmo\S gle 31 (PU&‘J}\O Q)‘e Ke e Suaue , K e Con‘\l’inUG‘ A‘y: puc @l J@Jyema 0’0[ UOZO/ rmfc//.‘q
s domee os valoerer y <K, on Ks constante oo nola, (o wal ro e p@Jlb/c.ol s
Ahoct, notemos e ol cotor o Hroulads orwles, obteremes aevlos, i cova Ve
cwrvahee con signo & oaothanfe e (pole &) wn dreolo-
Sabemes ge vn wrewlo con ceobo en o ofigen y wiio
mpider valtacta %

AR —»

$ b zz(f);(QwJ(,fi), Qien([é)),

R Hene paame%'%adm Je

i,

T(s) =p'ts) =| - sen (4), MJ/%))



SPERINE Notemol g el anulo de U(S) (@pecro al g€ x ef

\ /
“,? 3 \ ¢
H 2\ ‘
< 4 = 4 77
2 2
T f | \ ~
oY Lo "'(’“Ii'v
) ' ¢ 7 I AT R
| ’ U TS
/ cly ' = il
A
/A ' ] /// (' ] € (
As) 1y ) 100 : ra &
. X ¢ NN LA C
/ Vi
Curvatwa  con Sigho Ks g JE L/f/:,;nm L ¢/
= ) : - | / e
En camolo Si ) - \ =3 [ S ] i // L vaTvra 6n JI9n9 1,
l . .» J) /: O ' @ﬂk N \ cieu (o Oe radso ~ ( Iz pﬁ,ﬂ/{f a %
Culn PL\‘UT‘MG Ntadony (0 (unlde? o Tt 5
J lF - C v 2
) [ 7 [ ¢ N [
/ / p T [ 77] =
(I(},x //(] - ‘; )\ 0! [B/1 K ICn ?

¥
aa&ea, 15 de Junio & 202

rvas en el espaaio ifan ' |
PDada  vna wrwa Parame{n"e&&a Q:Ic;ﬁZ—»"f de ‘mf’;‘s62 oniatio (Poramdrc ZO(z_[j-\"UCl
de arw), Sobemes g |

'Xu - = | _—ra T —_— = Y0 & N(S) =_!_ V"U')_J_T‘
W& =1, T(s) = ¥, T'(s)= ¥ o ),

Poesto qe TGS) 4 NS)  son op&%jonules, se hene G
Bis): =T & ®Ns) _

es un vector uml-ar'-o, el wal es oo(:UﬁL“f\a| a T g N ). Uamomos B al vador
bingimal a ¥ en ponto  W(S).
A'. AT, N, D)
le lamames  triedro méuil, o tiedco de  Frenet el o
mane deceche en R®, @ dewr
B(s) = T(s) ® NI} N = BLS & TCs) To= N ®BG
Poesto cpe  TLS) Y NCS) son um’"l‘aréos, s@ Ji\ﬂ‘)e Cue

N3NI=1

2 Orien)mclo puc lCz (Gg'u C’@ (a

J e l'le“, tene mor e

en clomﬁe _ . ‘ _ & 2,
Bs) = (T @ NW)' = T's) g T+ T(skeN (s) = T(s)®N')

HT'esHI il 15
(ttocios @ este olhmo Q&[u\{p' concluimos e B ea ofh,zsona\ C $ ls\ ;P
el BUS) debe sec colined « Ns). Ast, existe un ndmeo zemw, tul @e

B = -2 N(3),
al wu\ lamames foraom de N en el punto Hs) . Poesto que

ME . ek STLS]),

i (8) 5 Ao
i N Y N N > y ( 8 - m nuu‘ A
o focgidn et bien debnida sempe qe (@ wegatvra dea TR M

y de (C"pl‘()’e%
Neba : El conceplo  de forsion e bask
Tocsion 0 fraves de reperomeh”\%&u‘onéA_
Qet(ef&emm qe coal guier  corub regalar admite v
unitoric. (en so pardmelro  fongitud de oreo). ‘ | o
' no € c\ih‘u‘l mos hoe gLe (a tocsion

de manew  ana loge ¢ el con cep fo Ae wruaJWCt ikl o i el
d& UG ufua ey fr\?;:pen&ienl*e de lo mpcfumeinz-uuon & rap:coee unitar

B Bls) =0

en wiuveld

na repocame b zaci oh de apl dea

®



reimvla pdice a toson. &
Proposicion  Seq YT SR —R* ve wrva reqular, cwye crooture no se anole en T

%.) He \ i
w TR c. Qv ery)
- W¥') ® D I* |
E:T’emp(o. Sean 0,670, acbitvarios pere fijos.  Gonsidesemas lo helice crreddar

Y. e —wd
| £ V(B = leos (B, asen (D),bE).
la wd e Ui ceruee ‘\e&UlO(a en ejle (0.

e b
at+ b2

/ o "
P(r."-poSiduvé See Y:TCR —@? e wwra fegolorn  coyu TR el it Se  hene
Y(I) end Cﬁﬂ“eﬂ\\&a en unp(apo 3i dso\o S o focdoh @ nolg
Demostvacion. 0 pdedide

[
A \ : ) ] \ .
CC  penoall (‘.:“f( QCC\GI’M’J Supones ye \( @ e raprefE  yni 710{;:4 ’

d |
J es}ro QO(Q\Y\@?‘:@C'%". &y

D OCeH N1 T fl;‘ aceo .

“ MO ON G "~ e o ~ '~)k \ R R ) /
VP x\:um‘_, X g€ J (T> @H‘U ;C(\Tiemdc( eNn uwn G’)((‘[nc Ly QL Cevteccion €4

A-%=8
aoaue A ,Q e N 2 € W 0N ¢ {Lﬁ’)&n‘/’pl o ¥ (\('\i Ay e \?? 2 {%(,.".‘Ao (,( Supuagamos @€
=7 { b " | i B A A
Nall= 1 Puedp cpo los pwmtas e MY portenecen o plano, pocc cade $ET, vemos

e A-2(8)=1
A .

> i) = AT S0
> A 3( =0

D Ak -NG)=O

= /l. . {\H/\“):O

ortoymales o A. Por lo cyal A Ry on colireales (ambos

<

V/

P(.E +OT\}0 T(S\) j N (QJ‘) »:_\C»r\
‘ﬂi“‘}(,(i@) o A ST,
\ /1‘: E[CJ’ 0 A: “%(S} l\v/"L T
S X3 . - ’ : ‘
0 Qe oo tndica Qe (9 e Con stomte g P lo +anko

')lr 3\
'L:(f = U/,

con lo wal z=0

Sien cambio, T=0, enfpnce BUSY =0, gracios @ lo cval B(s) es constonte, e
d

\
\OS PLY‘*‘QS ce ‘ O CGsva P 9(1}’6‘('@ ce 0 /”;§ p! ano
B(s) =X = constonte
Ecvocioner  de Trenet - Se e

N (
Al consideremes  une asve de apidez  wnitaria ¥ coya ceoirn e se anola en nidgn
ponte . Hovta aged, sabemeos  Gee

T'S) = 108) NS g B'O) = -TONE

d@ué sobemas  Sobre P'(8)7?
@eow&emos e

b tonfo N(S) = B ® Fls)
pos n

N'(S) = Tts) BCL) - K($)T(s)

Ast, Y s@)—.s&;c& (cu ecotuienea de Frenet- Serre
T'() = kls)N(3)
N(3) = ~k(S)T(S) +T($)BU)
B(Y) = —TE) N @



US posible obtener un  sistemu de Feenet-lSeve phsa arvu  planag
T'5) = &) N(s)

e eq,viualenkmen,!,e I\J(S) = "IL(S) )—(5)

) | O K (s) 0 TS)
N'(s) | = [ —&0) o) zs) || N0
Ri(9) O -7(y) 0 B()

donde lu mahiz ey anhsimébric,

Teotema  Fundamental  de cruas en el espocio

Teorema. Dadeos C»alqp\e,r par de mapas M.L'- LGJO)"*#TE. e/;%@fena\@b(&l @én (04‘:})
y K posils‘uo, existe wna  wiv rapidez upitaria

2N C'J'-‘UC&*W& es Xy su forsion @ L.
Ademds, s P (ab) — @2 ey otve. cvrvn de mpi‘Je% onitarie, fol qe so corvatirec e
K Y W hxs.‘o'n b, enf'Once:; @\(‘5‘{‘@ e isomelria clu‘rec{h U e ®° ‘fa, @e

$F(s)=H(N0) Y€ (ab)
DG\NOCS‘FC\C,.\O.n_' "E\r a o f \ \ﬁ' f \ ) / \ {
€4 So€laib), arbifvario pero hjo. Congideremos el sistene de  ecuciones
!T‘(‘_\‘ ( s - ' ¢ |
| ’ K (9) C [T
N'Cs) = | =k (%) L8 “ /)
A {1 ( ) -/ w7
. sibess = LA e . /
_4\(\)0 (] Q !C(\_A (el 11 10 ¢ ( o;
_T(ic) :(‘\IL 0) , N (e /A a5 f
_ 9) ()= (0,1,0) 3( $)= (0
tf‘ o\,l’\ C {‘,,wi\cx‘."m / , - - 4 H)

but,( amo3s

5N, B (g.b

a.») ® |

Cuue sabema ¢ bee

‘ sobre (o existenca de solpcs [ bo  ERN

Consi o ¢ ' neac Ce Solwdone;  en sistemas ce EDOs?
.&erem A d Stsi‘ema de eCuticion e d’F@@nC«‘le@s ord inariGs

cl_x - A X + )
as

(2)
donde
Il ——e®
A(S) S ann
M5y gompn
. - A e i
gQJ@,\'U (V1 l(;l (95'}“&&(—7"‘ %(a) = ¢ con CEemw="

Supongame s ge exislke  £>0 5e‘mo&o e cade ung, de lcu ']tvnu‘one; QOmpOnenLeA de
A g b(e) son conbovas  en .
Relo) =T
" { , - .
Existe vra solvcion &e’\ Problemu () en Ri(a)
e S\‘(JSQnClO a el p(‘(/\sté’,i'n(k . T
Grades o qe K g L s conhnvas en  (ab), (pur ser svaves), Se Tene  gee
(D admite vag Unlca. Solwcion

T(s)

NS

B(S)



g\ae-rq L E & &Y 1CoMNITLCAON )
T(s0) = (1,0,0) N (So) = (0,1,0), B (S0) = (0,0,1)
Aheca, puesh  qe
| AT (), N(S) , B(30)

;k;“r:(é&ca:e SOrbmmq| pofa T2, Jvn’ﬁ: con el hecho de que (o makiz(l) e

> \ ) e st(rue q}‘e

Y TL), NED B

es orfoneemal para  code SE(ab).
E’(\ e‘ﬁec%, 5UPCm\CJC(mOA Cﬁ@ (G.J) B B ma%‘% On%S;mC'/(/Y)‘f\C( CfQ 2Lx3. 3@0/) f/);uZ/ A

fncones  Suaves (de vorigble 3)  las waler dan sducioh al sistema de ecvaciones

C\;lerencic(\eg ocdinari e

) ‘3"
V=2, dyy;
J’:l

n =l g5 el coal e on sistema de /O‘“\?U}emle for ma

\J| \ ) o \J! \\;
\/z = (alj) (\)z |
Vs ) \V”/
Qe0 B0 un elemerfo del dominio de U, Vs g Us poca el evel

RV E) ) 01(503,\)&(50”
ey omLOﬁo“rmc{l. Probemos pe el c,on;\)(m'}\?

Y VLS, U209, V(D
& odopoimal pare cadoe  yalor posible o‘eas. Sea S uno ce atoy nbmeroy  cued quriere.
Probemos  que
O RIDERSTS . E0p
PO CQJ& i.j:‘,Q"b. Al deoivg la onteder ecoactvn (C—L\pec_.iﬁo o 3 oblenemos (&

it = (Uil) Vi)'

e Y [k \
:(Z avk\iK>uJ~+ Vil ! Qe Ve |
Y=\ . /

=) " Pug & QA e
k=

' " 1 - Q’(Yﬁéf}ff(‘c'

poc cada hj=1,2
pu o qe

Oy +ay=0
el deltc Krpnecles &y

!

Pec co(% iJJ‘:l,Q,s, o (;LJ‘. Tecee code /'.J‘: (2,2
e lo vnica ol de e Epo

/A\j) - 7\) (\O?fh}r\i - OJVJA(\L)
o

En corge oo encia VU = &, pue  code nl=14,2,3



Aeyremnmie G OWwesmo

P rohle M.
Considere ma

la cora pcmme&ﬁ%ad’a

Wiab) —i2?

S =¥ = [ Ty dyy

o wal e rapide tocic ‘ pa® -

\c% uﬁ?o- ?*—dSerrcci,p z UT ul’/hl ie o [W oo B sals fucen (o o e
;- en r Goemay I g Sl cerugdure Y ot o de 3'4, respectiveme
e
Hackes 22 de junio de 2021,

Homeom orfismes
Oean Us@n WER™ dos cbiectos,

Deomc\s Ve & es un lﬂomeomw(—i&mc wande & @ conhave Y b'ﬁe&wg’ J

tambien conhinoo

Deumos ge U

y W son homeomw{-os.

Diferenciabilided.

Sean Ve RN abiecto Y novadoe, y
G_»'UEI‘\Zn.——b ﬂlm

D pe & o dif N 4 = de (el nnreniten),

ecimos & arerendauble en e e , .

cde t=hoym y wda j=b,. o UNED wendondentog, evste pore

Deci mes Qe o e dhterena‘ukle en U, wando o & c].‘{erenu‘aue en cado PU”)D de 2L
Svavidad: Sean Ue " abie y Mo Yacio, y

o;esren —yfzm

Decimes

d

U — o= (), om (W)
Qe S & Svwe en ue

. , ?l C/UQYIC{O CC«(‘JQ {“lmu'ein COM‘pemenJ‘e_ <7 Je G o.c(m"#e
QI\UCLAOQ PWu‘aléﬂ d(’. +0d©l (O.\ df&@ﬂe& en ‘a‘
De dmay Yo & e s en Y

Decjmes e o~ ugﬁzn
en u\ {'CL\ Q}-B oate!

e nvestro Infecés
Bnsideemas  US R ghierho y

wando @ svave en cadg ponto & U,

« e
—>WSRk™ @ m (lljreon\o((;‘smo wando = @ B;‘aec“uo 4
@ Svwe enp W) .

nov&u‘o,g el Mapo
&5 Y =—uPE

(49 b— (@) = (o7(47), 52 (U, & (%, 2)),
donde
STz, Ca: U w2
son Lof onibones compnentes do o

we
o o onente & U ‘
@Q&rdemos Q¢ 9 e svwe en U S 4 sé(o S| caA& ﬁ[l/nuon comp

en WU En exte cavo escibimos

G'u‘.u—?l-P_% - S5 1 &) .863(71.0)
Ull,'l)’) (—Fc-wu(’ul’v) z( a_ai;i( (fu( 1)—)1 9—74(2 (,,z{lv / W );
0% U—p D

Bor (. 25 (9,v) 895 ().
(UD) —» s (YY) = (7,3%; (Y, U)» 50 ¢ YT )



‘quul@ricbcL ‘ y
De_clmOs de oo U—R> & re,gulor ovanc(o s & Suwe Y
fnéependiemﬁ para cede, (up)e O.

Asi, & & reqlor si 3y sdlo si o @ duae

S (U1) ® 65-(U2) = so @ omy £ 0 V(nwed

} sm, ol son linea| mente

Superfides ,
Considasmes  SoE®, Sopongamal e PO ceda pe§, existen uc? g weir3
abiertoy § 00 vadas |
\ : ‘ (SR U-———v SN W ’
wobov b‘ﬂ“"’""ﬂ Y Fel e o & conhnva (& & un l’lomeomaﬂ[iamo enfre Uy CU)
Suponﬁomm +0m19|‘e/n ge.
Pednw;
6 e oun homcomarAs-mo enre ’ZIJ SNW
A\l homeomubsmo

_ : U — SOw
le llomamos  promeRizacidh dol chiedo SNWES, mienkar Pe M
pocche e Soperhiie o cot a lo pen (& u).
Dedmal g S es g Supa{%‘u‘e
:‘)e’;\'n\\du‘n t.
ey SER> una spehide
es admisible poa S wando e reguler .

revlenmm/ G n

e U — SOW Mg porame)v‘»‘&au‘o‘n Je §. Decima e S

0 QrHu‘e -l((ej'@nu‘q . T e ‘ ;
Degmos cp;eL una Supuefﬁ‘de LeR> es G &up@f%ue dn(erendak{e ouomclo pore cade
peES existe unu PO(ame{'ri’EcLuo;n admisible

Sk "U———DSQUO

ol e
p 6o (u)=wNS.

Ale wleecedn (U, SPe): pe St le llumamos adtbs diferendable poroS.
Recubriendo o soperhive
Netemos que

s<c U o (U,
PES

l)O-DKUp)I pE Si

ey un rewbrimie/n‘-o Q!){er{’b pora S
%’emp(o: Planos |
Sean QA on pumto en e planc 5SS EY y PG vechores onikacics, ch&leba al oalomo
\doc)méenal&x enbre st

T \
PGFCL ooa\gp.@ b ES, b~ %mbien es porulelo al @lano 9
e i Giaats ot s

Cor

[aldy bo Jr‘Cim[\D existe n

con &s*a ic\ea, Pcéemo& con\s:o(efor‘

s R S 4y
(Uv) —> s{%) = a+2‘}9f"?—9-

Ast
u = dp-p+pg = (b-a)p

Vo= UWP-GHUG G = (- p.
coya Tnbessa bene formola
)= ((b-c):p, (b-0a)q)

(B



Con ‘Yugem plo Y,
Bl ono creelor con vérhe en v punto U, de ¢ et £ e posa por d punty

vy el c‘orgﬂu(o A €(0m=), e el conjuate de puntes pERS, pen los waler (o recta
Qe pos Pt Py U hee on 5*’}90(1: d wn 02,
Enel o V=000, 0 el et ya=wh al w0

J=1(xy,2) e R?: & x2+y |
lo lomemes  cono circulor.
En e 0, S vnu Supe ‘ '
ee o, S vo @ wna wpeliue s i il

Suyw‘ﬂuma} Goe Sve R3 abiwk

e wn porche de § bl ge (000 eSnw. Asy exste @ €U fal e sefaieting .
@0mo U es Cll)iéf(%, po&»mw_( }\:ponef e U= Bra), pece a{?w’q r»0. Esuibimoy

S, = {lxyd €S20 S_=lx3d eSS 2ol

Bme ©0IEL abiesty, polemas  fomee pe WA Sk NI gewﬂ&,
%e": éuCQU tales e o()=p § e(=g. Notemoy ge pyg Son a0 nolay
ishnfos . Netemos  ge & @ biyechun, air vemos pe  adsbsC.

r\)\Xl.s‘hQ ‘%’“e» U G(CO‘COneXOp PO&QW\OJ @leﬂ.Y N CYUG TIE U gbe 6{9/’@0*& _AJ e} Pero Q/)e
Mo wnhen(ja el pooty  a.

A\ posar per <, T & envicde @ (o wrug

Yie aThied

e c.z‘ﬂec-,{'c;n “ Py G peo no posan pef el osigen, (o wal @ Imposib
sepeshide.

lo. Asi, 8 noe wu

Sin embogo, 34t US. St @ e superhiue  con  atlay

)) ( Vo) p ((3).6‘ )

dende
u:= RL~ \C,0)
abierty,
a7 W) = (u v, (o)
4

o= (U = (v Vatoo )

E&empl@: Es{aw |
Um esf‘em en R3 € vn L;C:innw o(e pm’co.l G o A:‘ﬂ‘zzncl‘a éja (m&lf'ﬂ) o wn pUrH‘O 64(9%1//”1;/%
(cenbso) .

Considere mos |
S V(D ERY I XTAYTART= (4

F ="
&>



De este medo, porg R

e ftere qe (o, 2D e porche de soperfice 4 1o R o atles de 3.
Ademas

&6, =
u & Sy = 9,
\)O((\ Orc b 's ¢ ) i ) 0 | r [} / ) ”/
P 0DC QL€ &S o\ \;UC(,L‘@’ L/‘v‘i-}a cem oS tyes Oolo ’fl' o C,l‘(:e\ﬁl ‘ ) 0)’7?5 . /o
P // i | ;
I O )¢ w3 !
A neept 1 S
Su®or = pR U+ 0O
] 2
%empLo

B \ i ‘.‘.
Un ‘_cu(mdro civcolgr en > es el on| wmb e pm-m e e manfv’enen a vna C‘/’”amé
wnstaote respecke & wa rede (ge del ilindeo),

Ast,
S =l (xy 2 er® xzi2t= |

e vn clindre cicwlor de cadio | con gje Yy, como ge.

Lnsideremor el mapa
7 BT ey R

(UV) —> & ()= (cos(W, U, sen W) = o—(ut2n,»
'PO(Q e‘ C\JO\ 6~( m'z-) = _g . ;/J!, L’b\eﬂn\: S nNo @A I‘nijH\f‘V”
Tomemes V= ))('u,v) eEwe: U éfo,lﬂ[i ;o asT S|y mee }ndedv‘uo.
Prcblem O—lv no es abierto

Tomemes U= iat(V) = \ \wwe 2| ue (0,2 . Ast, ceme < |y e bf&edv‘uo Je
U er c-‘\u ('u): J N ocnhmlw con teoesa conbava .

Proble mu c-lL (u) T 9

Pore. U= Vavem2 )| we (3'\7/1,571/9,){. se here e 5 e 'bfged\‘uo ds % en
o3| (%) . En resamen |
A =3(U =), (U, s ]
& un s pora S.
Notemos e o e svawe ea % Ademas
s (W) = (- seni@), 0, cos () y S»= (0,4,0)
pe Lo tanto

Nen ® il = | (Feosd, ,-sea@@ll =0
j i ind

o cadee (UM E (), pue cada (Z.F) e U Ash, Aoy, o @ linecd mente “Cepencofenl‘c’,/

poe cade (v en U e en W ) u o

Asi, el alindee & & ot Supeshae  difeendeble.

dorfes 26 e é\m“" o
e i A } > d D ' .
;;S‘;;;d@wg‘ f’:;: u.JUPeJ ue S>§\_\23 e olnlejenuabl& wan
- \ | \ \Lk@
cametnacuonr  admisi .
uoa Qd (S'T)'Upg‘l_\zzf_’sﬂwp

do pocox wdu p €S existe

ki pe Gp (Up) = WpNS .
A\ CO\eca‘u:‘ Corta (c-c’a/
) (Up, =) pES

)

lf‘amu ma  atle (fi#e/en cdeb e poa 3



Graaw o lu wordencdas  esterias | el Mapc
o~ (-T2l % Lo, 2] —» 123
(8.¢) —+ o (6,0) = costhess ¥, cos@sen ¢, con &)
desecibe cada vno de o ponks de &

Ac’ lu U()mamo,s parame&Ti’chO‘n la{‘))rvcl - (on(j-%uc(‘

A_ los ciccolos Qe se obtenen al {r}‘ar el valer de ¢ les [ﬁmOMOJ /90/0/8[0# mienta; pe 4 lo
e coloy we se obbenen al @‘ur o v Jde v la lemamas medidianty.
Qoéemo; Cons;&e(cx ol ab.‘erh)

U= (-, n/2) x (o0, 210)

porc el wal
o (u) £8°
e el co(ﬂ"umJ‘c cg@ Pwhﬂ
Ademay, o lo pustes en U la podema girar d cededoe  un c?q(,»'[o de T alrededr del cje 2
yde T ol rededer del ge X, de modo e

F(be) = (gt vem )
G+, vt

= (Sen®
e ol g (Sen ) cos(w), sen © gony, cas @)

\ | su)ygs®
mduae el wg‘\ml-{) de &’\m\(m on SZ, exwﬁfﬁ &DJ de /a.,lp,ma (y,ylo) on X0,

B Gimdo ey, 0,8) ) @ m ol pos 57
Ll e diferencicbles sobe B En el cao
5o (0, ¢) = ["005 Y Sea dd, - Sen p Sen ¢, coy 8/

Sy B,¢) = (-senecendd s & os f , 0),
‘ /

% Bie) = (wbeae, cabsene, ~send)

Sy (6, ¢) = (-Sen 6 sen P. Sev € cas ¥, 0)

No e ditral yorids. .. . - /

° @ divl vather g how,opl Y NGBy son Lo pon cade Lasiog
gemp[o: Supc_s{-v‘u‘@s de  nwel

Sea SS® tl e parx cade peS. existe W ER® abiefo, PEW E

J[f W —s 2

Soae. fal e

L SOW = 4 (x4 flryd=of 4y

V4(py=+o. ‘ ,

2 Ve =+ . o cociable, & (& gl (amaema J‘up&?\c‘de & nivel
Se beve @e 3 & e sopecticde oh'fereedabe
E‘Xemp(ﬁ-

C@m%&@“ewi -2
Qo= 5% LixyaeR®: ot R4 2%=| \

bmemer  W=R@* w el mapa
frw —n

(.)113'. L) — 'FLK:‘;‘R:)-_—. wZ *_i?- r 221 =0

@



En este cavo

VEGs2) = 20cs,2)

Y T
Tty D=2

Pors cadu UD€ 8™ En wnsecwenca, ST @ wa supe fue 6/,"/er@nu‘aé/6%

E;\emplu-

Pocw S =3 (xg ) ew?. 22 =3 4472,

considere moy o \L‘é!mAulq

Flyig ) = x2 +y2-22
Pam [(1 wa'

VE0g) = 2%y, -2) . T+ W= 2 [ (v y,-%) )
Nctemos Gre Vixy2) =0 o ¥ solo ©1 (g2 = (990)
TOmchw

W=m*- 100 | abieto, yel mgpa

fow —R
g ®) v flxge) = @ H-22=0

CoNSCGUMas Probur gpe SN\ Y (0,00 ¢ ey tma Jupgf.ue dl:‘#efenu‘abfe,,

S\)(\! {7 des  toalri (J§))

Une widdee, @ un scbcem‘w,.{o b B3 desciko pov lo. ecvecisn

VTAU 5Ty + e =0
(D 'TZ R ~ \ ! v y
n oy (X.‘:k.%), A e vabiz siomebn o constante  Je 3x3, bei3 conitunte 4
ce constante,
de %, a a{g\mo de  los s(gx}i@ﬂ% Cﬁﬂ\/h""cj con  p,g.r € R\hol:
\. Elipsotde

T w2
)\ (Xl\jx%) e %L+ %i*—‘_%}:'}/'
g Hipe,rbc(oi‘cge de uwnc \/\(Eice
Nepd . X5, w2t (.
)](7‘03,?:)&:12 . Pl*a:(, —ﬁ’l?)

3 Hipuboloile de dos ajas
- X 2
V) er® 2 - 5 ‘2;71:‘ i/

re C('L

Y. ?ar&bob‘ﬁg 3 e\\’ph‘oo

2 2 ,
lxserer? s X+ 5= 2?,



5. Varaboloide thiper bélico

. 3_)(2_31__ ;
ﬁLX\\j\%)QIZ -T;L E‘%(/

6. lone wadrdduo

/

—_—

[redalegpr o Xoy 3 L2 2o
PZ (il (7,

1 Cilindre G"l'p)ﬁw.‘
< A3 _>_<:‘ ﬁ ~ b
ll (xyxr R = " & ?;
. Cilindee Wipetoélico

ﬂ(*n&%)QIEB; *Z LR

G. Cilindee parubé\«‘w:
R5 .| M
%(hs@&\ ot dé&
10. Pano

Q(Mg&)em? x=o |,

/
k. Doy plar\m 190fulélp3-

H (xyR)eR?: xt=p? i)

12. Des p[cmos Qe se lntersecan

| s e 2o Lol

13. Lineas cectos

2. | XE | wel Al
H(%lﬂt%XEQ : Fzﬁ'zfz—ot,

W, Pontes

e

} (raD 3. X2 ¢y E—}:oﬁ
Py | 9= |17

Cade cnc'm\ﬂ‘cct, de la ta lu W0 son éup(l"“u‘&& ctl‘wlérencxckue,l ¢ pus S« sopefiues
de avel (en la & debemoy vehrar el vérbe &l cone)
Supehden | (ompactas : |
Delmes e SERD & unu Npehive cwmpach, wando §$ & wa Spehide diteen-
S =
&

uasle 4y @ un conjumo  Compadi. Rewsdemos qe SER® @ wompacte si u
solo i S cecado Ty acctade



Por ij:'empfef lo Jup@f&;u‘e difeenadle §* & enjunte  cempacto.

Sabemos que cealguier plane en T @ o svpehce difecoadble, sin embacge oo e
compadt pues ne ey ccctado. AsT, no todas ey Sepebicies diferenciable son compadted,

Ej(fYﬂptu
El toc T el el cenjunte de puates en ®* ge se heoe ol girar un drwle & ge se encen
en un p[cmo M, oltededor de la cecka £ en Ti gpe no intesec o €, Poesto e Tea wrrdk
y ccetado, T es compecte,
TJomemos  cemo T al plane X2, £ el ce 2, avo la distanda del cenbro de € a 4, be (o)
el radic de @ ‘
Tniddmente  cade punte sebre € en de la fome
(%, 4 ?) = (a+beey (@), 0, b sen 6‘)1
los wrisimos que gian un tagle ¢ alrededer de £, convichendae en
5 (0,0 = [(atbeey @) cos b, (atbees®) seny, bsend).
No e dificil ver qu & en diferenaable en ®2, y cdemdl

se ® sy #0.

Gnsideremas los abiertes

U, =1®9er?: eloen) . elo2m)y,
Uz = V(e R2: 6¢(0, 2m) (-, T I
Us = 1(6,0)eR?: 8e(-1,1), pe(0,2m)t,
Oy = d(e,@Ecp?: & C-nm), eC-na y.
Notemos  gue
Y
hc U Ve
=1
Tﬁ’nemes @e

A=} (O, s); w= 2,341
ea wn o purc T, Gre hace pe T Sea Nk supef{:\‘u‘e A feren cioble compacta,

N - Toros

Hediun’re_un prccedimienﬁ: conoudo Mo UM - CoNexy, Pctoemm <fjm$0r*> Vool fo“’ii
G LC&S w(l‘l-eé C\eﬂ.O\T‘APﬂO\S &\Cf T(&\l d\\Of\ae & repred@nm E:l ﬂdm@’(} &2 aﬂ’\fjefm prt’J ’ "
ol coal  dencmina may genus. arte

AsT To = §° 1'1& =T. Se concce el s;\c‘o;erﬁ*e joltede, wye demastraddn  se
excapee de westre  contol en este corso.

Teoteme | L ;

Parc. cade 4eENe | Ty admite vn afles  diferencicble gre hace de Ty vna superfiae
diferenauble lcaon(\pad“vq, Ademds, code superfiae diferencidble  compacta e ifeomords
a Ty pac a\gmn 86030.



A\éemp'(o: Supectide de revolach ‘ , ,
nw sepetive de fesoluuch e la ge se obhene al girar vna @i plana, o la wel Napmm
wrva de pehil, alcededor de vnu reche en el planc, o (o cnl  llamumas  ge de gira.

A los drwslos ge se obhienen al fi'irar v punte fijo scbre l wroe de perh al rededr
del ge de giro, leg lamameas  paralelas de la supeticie. £n cambic, a (as cesves  sobre
o soperhue e o cbtene al giay lo. cwrow de pertil wn angulo ‘{?/'0/ Je derominan
mer dicmos.
Considecemes en el plane x2 a2z come el ge d gico g AP partl ¥, donde

Y. Tep —ip3 |

t > Y(t) = (£(&), 0, 9(V),

donde

f.9: T —*i

son Svaua ea (ot (D). Al girar lo o de perhl o angulo & ol redecler A/ ge de g’ro,
vemes  gue caacle, pgn’m schre lo corn se ftransfrma

o (4,8 = (B cos &, £1t) sen &, 9(t)).
Notemos que o er diterenacble pueste gue ﬂj son diferenciables. En nvestro aso.
o3 (66 = (H'() ey 8, ") sentt, 9'(#)),
oz (68 = (~fDsen &, £(H) s, O, |
st®cp = CHH)G'E) s 6, ~HOG'W) den ¢, HE)4'(H) ),
| st® spl = FAE)(FN + (94H)*%

Por lo tonto, ,
St 8 sg # 0

$i y sclo =i, I no se ancla scbre T,

(F(E) 1 (9B +0
pace cade E€Tnt(I).
De exte modo . si A e r({cjuiar r 4 no 3¢ anola. scbre I, entonces

ci ® sp #0,

Sin pe'(d\‘clu\ de Seoefuli‘(,\ud, gupon GUMOS it)>o, pee o goe P repredente (o dickuncic
eofre € ele T W o (4,8), Notemos que o e ingechva coemdo & no admife  avdointese-
cciones.

dPoede vaw sepehae de cevoloucn ser diferenauble®
dQBOL\ ea 8y atoea?

‘X;ueues | de Silio de %20
Prlopesitioh |\ . LL_L
Sean € V> v (Supe({‘iue dhterenu‘cd:le L UU Qiz Qbi‘er{‘o_\,
o' U—®

ung, PQmmeh‘ﬂ;udén ceqelar de |5 0’-‘:5 —e U biaed*oo, wase  tol qe YU+ U fumbie!
o swwe, el g @ U—U tambien e Svave. Se thene ge
5



= o0Y: (= i>
€ vna parametizacion  regolar de S.
i A o~ . " i | { }
Deumas @e o & mu re@fameh:%ad_on de Gy ¥ e el mgpce de dransicion
Vemostracion :
Notemaos 6 e suwe por e ILC« compa:ido’n de mopol Svaves, -

Como ¥ ea bigechuo, o cada (U €U, le cortesponde vn dnico  (B,7) €U

0 (U7) =(u»

s (u) = s (e@v) = &@v.
De o V%\a de la cedena, tenemes e

%:Tuay-to'vé'_v 9 8‘~:6‘u9—1{+'fvéﬂj,
U ou 0¥ QV

groau 0 [o Cuc\\ obtenemos qre

Gt @I(‘Q) (G"u@\'o"u'), (1)
donde
u  ou |
T(p) = | or 9% |
/
| Sv ?J_Zf._}
\ X o /

e lo mutviz Tocobiane del mape €.
Anote,  como Y v son suwes, fenemay e
T -1 \ =
Ile™) = (300,
con det(¥)#0. . L
Asi, Qor ), como T G~ Son \Ene&‘memle 1néep@m(;pﬂm, ccnduimm e G Y hr
tambien Son linealmente independientes,

Edo moeshal e & e vna pummebization cewlor de s,

iAfeocian! !
Sean SE®® ung supertiae diteendcble 9

o VERY — WNS, F:0eR* — WAS

?mumehi%ador_\_@ admisbles de S
SRVE=AV 9 e T Son abiesos teles e

s (W)= ()= wAdas

en&mce;, el mapa

0= o' 0o : V—rV



exe. bien definido, es biyechuo § e un diteomorfismo. Esto nas moeshae que & e onc
reperamelrizaadn de @, en el dominio ge comparten.

NC“*\C«.

En odelante consideamos  supe-fices diferenuables wnexas con pommetrieacioner admisidle
Quasided | de | mpas reul | valiedos

Cuonclo S ey G 8uper§w‘u‘e cll‘Leren dable ) /«'5 — 2, c{ea‘moJ q.e 1[&) Saewe J/‘\\{
eclo st

J[O o U —iie
& svae, para coda (U, o) en el aloy chiferenciable de §

Aupoﬁ svaves_lentre ,,&zpqﬁdes
Sean 9., S2 TSR3 soper ficies d{(*ef&ncjab[&[ con aHOJ ({:‘{@ena‘a’o/el

A= (U.nl g Aa=h (U £
respechuamente. Sabemos e existen
Wy, We € R>
abiedos, fules gre
o Dl W 8 | [ ol | F {0 =+ boe N1,
sen homeomerhismas  sucwes.
Dedimos que el mape

7[; 9‘ T—* 82
e svave wan(ﬁo

5.")0 {Oo— : ’a o
G Suae  pafa cade, (U, =) €, g pura wde (T, 5})
Stavided! & daves| de repodarnels #atio

Sens |88 U] —b waﬂ%« 3 7:V— WynSz repoumedritoctones de o=y &
con mMaupas e frangicton

V,‘ ’?/\L'——‘D(a 4 E 7}:——#% cl Suawed

rey pechuam ente
Notemos Qe

~

s - o
T-lo.ﬁoc‘:z’ ozoz Cfcac‘caq——-w(oz
=¥ of efeTots
& seme pes Uz Tl ofes g Yo 3cn Socwes
Exte e india qee | &\F@enu bilidad se manhene o hravez de f@famme/wwdc’f@

Difecmechismen | enbvel superbives ditetenacbles

Seom §« ) D2 Supw{:\‘d&S di{;efenduble_\‘ Decmay cpe n mapo J[ .§c ‘—”82 & vn
difeomerhisme  coande £ ea bigechon y tanto + como 41 son suates,

En efe cae, dedma @e 3y Sz Son difeomedas cemo wperhues ditecenciubley 6



Fepado “;Jrgng,en%ta |
Dode v Superhue ScW®®, una cvve sobre S e e curva peec e brizeck.
MITCeR — > fd  ge

Y(T)cs.

Un dechor fungente a la supedide § en un ponde p €S no @ may ge un vechs
{‘unaen’fe ot rea ¥ Scbee S Qe pusa Qov p, e decr, ¥(a)=p parc alguh kel

Denotames TS al conjunte de todes los vectores fungentes o 3 en el poodo p, y
lo llamames el eSpadio ’mn&emLe a S en p

Sean peS
a; D—w,Ns wn WER3 obrerto

e ung pafamehi’z;ado?r\ de S Qe pGG’C’U)

Y1 T—95 a wma wrue Sobre S, Qe pada por p, enfonee p=¥bo) par a!/@;%
i

T
y ademas

s@z= We N33 ¥ QW NS+
Ast, scbee o (MDD AWUNS) existen das dmcienes

:

A7 T—r=aid
411{6.\ q,be
¥ = (ub wD)  con  p=¥Yl) = o (2w,m)= o (W, %(H).

"Propesicion 2. ,
Seagn S5CR* wna Jupeﬂfw‘ae c/hlerenu’uble , pGS y

o b ) ol B
el parameht'%&c)o'n pare ol e peou. Se fiene qe
TeS = span ) on v ¢ (u,0) € U)
dafe &u,ov se evelvan en el punfc (%, %) tul ge (U %)=p,

w (7 P { ) [
¥.0. e S € span Xg(u‘@"z* lu,v)e U
Oea. 2 vna wwoe sobre S g pasa por p = 3to). Tenemos  qe

Y() = o (U, wib),

donde  ¥'(W) e tungente a & en p.

|
Grooons @ lo r@@lo de le cadena, obteneme©s

) = om ) u'(d) + o (u) V'),

Y ($o) = S U to) +Gay V'(40) [2)
| \ . K 2 . \
(‘OY\CQG a4 v SONn lmecc_\meme mclepf’r cdiented. ASI, (2) nos 1{]('4(?5( e G{ U(’C%Of
'H(("U.G nte ¥t € la combinac _7;‘ [ineal | Qe oy 64,
d ~



Spon ) o, O (ur)e Ul E TS
cl 1
2ean a.bC®R , walesgien
Qo + bon € dpan \ oa 5 qk: (u ) €l Ul

DQ&W‘O‘\mO&

2= o (Uotat , vo tbot)

-

) . ] \ '
le. wal indue e wwa  pammelirada 2 sobre &, qe e svave y ademay e tal e

H0) = o (Up, Vo) = P

=

AE)TI éf”ijc\) = 0oq + b O el J’ngeﬂf’,@ G QO en p-

Corolario '
El espudio Jrunggn*@ a walguier poate de una supestive diferencicble ® de dimensich 2
Por eafe mehve lamames al eypucio ﬁm{genl*e, plano iungenTE.

T\ contepls del espacio tangente | & Dependel de la |purametitauon P
Suponaamos S ouna &)per({d ¢ ditecendable,

o Dert— WulS cen W cmR?

(s1g'e} pommeki?:u_cic‘n {“u\ Gue peo‘(’m. dec

F:Ue— W.NS con | WICIRP
U repurcime)ﬂ%au‘c'n de o
En eﬁe caye, err\emos Qe
5u:5%a—a‘-'+&‘§—g Sv-= N"Lt‘(;;a)_ 4-03’3;—"_9.@’:
SN Quw Qv 20
24 9% 3V Y

LO pe mue‘ﬂ\*a Qe |Ca y O Jen wmbinudone,x 't‘neales de Far Y o9, y Viwverdc,

Por funbo , s2, 00y o, T , genean el misme apwo TpS.

/

El wnwepto de espadio Hqge-ﬁe ac depende de 6 parumetr zcwidn
Derivede.  de MNypal  Sudwed enfye oy Su'pvaueA diteren cables
Consideemes des supef&yd&\ d(‘FQJ‘endu\oles g, B CEIVB y J£ Sp-1e 8 Svaue -

Sean p@;s. y weTp Si: acbifrarios peo 7[2/01

Suggmos qe existe wa wroa YT — S, fol g ¥lhl=p g w=4¥"lk), poa aéw/»

/l\f)T, X‘ £ 3[0 ¥ €A nae Cuivl SObfG S',)\ Qa mé-\ C’e 'F(p) +Lk‘ Qe

= ¥ (1)



ey un vechy funﬁemle a ura o Sobre S¢  en

F(p) = & (),

De ese medeo &€ T{,(p) Sa.
DC%\Lm\LO'n 3 |
ean S, 82 €7 dog Supe;('\‘de; difeen ciebles y

\7[\" Sl —‘*SZ
soave. Para coda p€S, | estd bien dedinido el mapn
Dof « TpSi—> Ty S2
w — Dyflw)= &

al wal nas reteimes come la dervede de £ en pES.

Q

¢ De e depende Dpf?
Consideremoey  una parcamehitau‘o'h o U—= WuNS, +d pe peo‘("u):o‘(m,’ﬂc,

d;B:U\PR

Sean

Sounes , Tles e
flo(u) = &l pla»),
Con S:U——v \:\){}‘(\SQI 4 ]((?)Eg‘k'a) &)Y‘Sl‘c\@’emo_k

W = Gy y b5 GTpS.

el wal @ 'ﬁn&enjre, @ vna Groa ¥ sobee Si Qe pwa atrabel  Ide o, odr
wlk)=a § V(k)=b
FB =& (T, TH), donde

(3)

Y8 = o (u), v(o))

A budy deb, scbre Sa obtenemas la @i
AW = a (uth v(H) g DWH= gluwm, pHy).
nctemas qe
A S + Vo
(UWola t vlolp) o + (7Bv + u'Ba)
(adu + bav) TR +( b [ﬁu + va)a"”‘;,

Gm@us ol L3,
Dpf (W)

o g

lo qre nos indice ge Dptlw) depende Unicamente de p.f g w la fawd de ayb)

Ademds , se Feve e
O Ay

Do Hw) = Dp Flaour bew) = (q@ E;ﬂ (gqit)
wn V=

Vv

lo ceed nes todica qe Dp]t e lineal
jentes t’/nc'ﬂaf'az/q;\
e

%% opaycion 3 ' ‘ ’
can D, 9 9 Bi o @ Supehciel d.‘»Le;enuq\sle_s. Je cumpl,en e -S:‘iju



1) S p €S, enfoncey le derivade, del mapn 1d: S —> Sz @ el mypa (denhicled
\d Tp5\ ->va$=}

D Si 150 —»Sa, g:52 83 sen svawes, enfonce poc wde p €S
DP(QSCf) = D.{(p)(%) = Dp(.‘[')

NS FrSi— 5 e diteemabsme, enfonces DpF:TpS, — TpSa @ wmuverhble, poce
cawde p €S

G. de jullo de 92021
Superflaes | orientobley : \
(cnsiderames vna supehide c\\‘fr&'eﬂduble S, pES 4
(il L) 1 C\kr\g
ung porame'%*ﬂ%auofn ﬁl Qe QEGCR). Rececdemes Qe
Tp S = span § o, o
ot TS & un piano @e pasa poc el erigen.
/Qees’rc Ppe Cu 3y g Sen ./,i.i Scbemos Qe e( cector

Ty ® o+ 0O

& o(&occjcxna\ a TpS. Deﬁnimm (a uniolcwl nwmal es{undar cle /0 parameﬁieaa‘oé S
en P~ wmo el veder

Nr,.._____‘_._.__ Qu@® or

dEl No e independiente de o ?
Considerames  Ura  poramedizauton

& U—e WoNsS
bl
p e 5(0)
Fn efe exenare, fenemes gque
T ® 5 = det(3(9) cn @ o

gfr‘fe ¢ e e mop de bransiuch enfre o &y (5C¢) en lo matiz de cambio
[ o '

Pot (o tunt
Ng:=__ | oxr ® 6
lcw ® 3=
"‘C (t;gmre,
= | ! |5 \ §] :
\ ded (S X a1 |



rer Lo manmo, oe .’Sl‘g-ee Ppe

Ne - det(s(p) No,
ldet(s(e]l

de donde

det(S(v))
TdetCsce)) il

pocle formar valores de | g - L

Eﬂc nes mc\icu Qe (Q Uniclcnc\ nerma\ &ﬁiﬂolar ne e Si‘empre f‘nclepencln‘en{‘e o‘e (a
parametrizadon oon le qe trabujamos

Superkide | drientuble ., | |
Deames ge (o svpefice diterenciable S SR> @ orenfuble, coando admite
i atlas  diferenccble At ge

det (3Ce )) >
pore coal Quies mapa de dransidon .

Qupetide |ofientadn. | L |
Decimos ge unu sopertiae diteaencichle SR es ofientedy, wundo exitte
U mopa Soowe ( coda dmach  Compenente es suace)

Ni'd L RP!
i ge pura cade pé%, N(p) @& in vector unitario, perpenc“iw(or ol TS
Ve R L. o(wns X1
Now:0Ve®? — [ eywave. poca cod corfe (o, u) gre contensaal pmio p.

Los | sopesicies octentubles | Yambieh |sen |orientudos) ,
Notomos ge code  Svperhide orentuble S e orrenteds, poes basta fomar

N: 514 3
P — N(p)=Ng

e\ cma\ eAH Bien C\?Jﬁnic(o (Srau‘ag G Qe S & sa‘emLuHe

L@; ; sep@:fﬂués IorceanA_ '%Fambien s0in 'erienlmb\m _ i :
Qande S & wma Spehde  orentudoa , etu Yumbien @ wa .sup@/fm‘e orientablei

T demoskar este, se. poede wngiderucoe o) allas maximal do 3 (el afla e
pasee  Todos los purcdhes de endadley de $), Y considenr @l Sob conjvndo, al wed
de:&umm por 4A', wye elementos  Sen parche_\

s : U — WyNS
para (as wu\@.\

T ® S v

& un mﬁlkplo poﬂw\}o de N Phra ca&q pw{v o(u), E)GA\*Q probCr Qe _24'@4\ m
ats pe hoe o0 S unw J‘Up@‘ﬁue erien'm\o e,

)



E{emp[e: Banda de Hobius ,

La bande be Hobivs e la sspohice SSR® qe ge obliene al rotar m segmento
de cectee £ alrededor de du punto medio p, el el e despluze  dlmoltanetimente
por n deawle €, de modo e mientras  p se desploza per 8, £ cealiza w medio
giro respecte o p.

TOmemos

C=| (xyeR? xiyr=1{

won { el segments do cectn de longitel  qe en wn tnido e pordela al ge 2
on pmeh r‘?r\r;\d\‘o QP:U,O,O),C jl Qe en (i poedelo ol ge

L de  ge rote v dnello @ alrededor del ee v,/ ot on anglle Je
gyzaorespecg & % en el p\cmo Jq}e con heve o p g ol 8%'e 2, I

De e manec, lo puates de 0 g @ on inido efan do o foeme (1,0,4), se fwm-

dognan  en

o bd) = {(1-boen(E) o ®), (|- tsen(2)) sen b, Leos £)

donde & Duede evalvarse en el conjunto

U=] tbe) e ¥ (-1 J)at, vetom)]

L,
2
A, (o) @ wna corke pac S, d (gl gue (o, T), en donde

6:\ LeyeR : te (', Y2), 6e i m
Notemos e o en svase pues Sus componentes son suwes, Ademcsr , tenemes qe

st o (L T ws@ _ sen Seﬂ@,Oo.s')
m-(senl PR &

0% = _senp-toos® cost ) tsent sen®, coyb_t s B sen 6 tsen € cos 6,
: 2 2 A A pl 2
_ % sen 8).
2 2
No e difial vesihar Qe
o ® g =0
En efecta, 1se fiere g
OF ® O = }icos (8] ces 19) _ T cos [ 8) cos (B) sen (Z) . % cos[ B sen (#) -Qi\%sef%'”ﬁ}&néé,/
' | () V2] | 2 2 ) 2/ |7
L oof(8) cos®) 3 £ oo (8) send &) v ocos (8 ) sen(9)_ {oos(ﬁ) Sen{_b} Sen B
5 \z 2 \z/ 2] 2 ¢
A 2l in & Vil ',
cos (8) wl\g%\;, L ces2(t) seﬂ?(é‘) L sen(%f-} sent(8) _ + ser( ) 4) |

2,/ \:



Aci, la banda de Hobius & es una soperfide difesencicble con otlus
?{:l] (CTU),(O‘;Q?X‘{_
Aho, col colemes  In unidad  normal etfidar par los purdor en § tules qe t=0.

En esle caw, ce Sige qe

Ce = (—~Sen &, cos ¢,0)

Or® Ge = (-cm &.cos &, -3en t?casﬁ, o aen%)
z 2

lst®ss Il = L
S e lo tank,
No’:@@@

Pobemos qoe o banda de Habios no en saenteble . Sopingames  we asi lo e,
ast, existe

N:S —» >

suave sobre cada pnto de S. En un pvate o (0 ¢) fenemos que
N=AON

won A fomande los Valores de Lo -t confrme &€ (0,21).

Supcn&umm Qe AN =l . lomo N g svave en o (0,0)=(0,2m). Tenemos qe

N = la’m N':r ’=("l.0, O)
t—ot

N o (rm NO": (p(on O)
0

lo awal no e posib[e. En consecvencia, (6 banda de Hobivs no ea orientable.
T . ——  — I pp—— — . /
Los difeomectisma | presecoan | le Lotientacion

Lema L e .
Sean 5 4 On superhua difeenddles difeomorbas. Si S @ onentable, enfonda

S tumbien o es .
/DEmoS{TCLdO’r\ .
%u@onSc(moS Qe
A = [om Uy dexf

]

Q 0 } ! S
& un QH&.& pufe. de  modo Qe tada mopt. CC. anditon enne Mf‘*‘ ad (O‘QL, (/&)
g (9g,08), ol wol de nota mag pot. Oup. et tol g L



det (1 (Wape))>0.
Cfn'F esreb,t\i_\(@mmﬁrw‘%mo estie S 4 %*; émtoncei
ooz |
e ta pofametrizadon admisible pora 6 en 4, pora (ack €T Ay |
ﬁ*?\(ﬁ“%\ﬂh:defi ] |
ey vo aflas  difeenciable paca S« -

/‘\Aemo:& d Poesb, Qe
Tl Heoe)lo(foow) = cutofofloda

1]

, = Yo,

B i LA ol s o e e i

A o A paeen los mismos mupes  de dwnsicon. Evdo procha g Si e erienfable.
Enefecho, " si poseen los mismes magad & Mansigign . el debaminombe ele (o mabr
lucdotan, de las mapes de iomsitds | poe Sx  fambien | JSerdn | Moyores ge oo,

det { S(Yap)) >0,

Toda superhde compoacta e otienfable

(%OS%QJO de. Ll demoshracion )
V7% PR YY) Py v PP S PO O PR A 4 U WS AT
De) (lema 1) | sobemos | e hb dfeormechemos presevon  lo ogti,enhbl\,\‘cad, Asi,
ooy, probooc e Ty ex  odenfuble pora coda  yeENo. 11
Seal E‘:No,.&uulg;ﬁem Similac al }e@‘ém@: de la wive  de Sodan, Ta pio\s;eei \m‘ v

\ﬂ\edorg (el wal e acotado)  y ua lexterdor Lo\l coal no e awtade) . B cade  plato
de Ty podemas, elegit como widad normol et dor ol vech nomoal e Tg  que

opuntu hoda el extec or,

AeT, i
ot I VY e O O O N L
& U— Wans

won puamebriagdones de Vg entonces L[

Nl e We = NE
1o ge imphic  ge Vg en oneofble
e | | | | |
Sec. U un espacie ocechwial real de dimensidn n €W Dectmos gue clos bues
o cdenndies | N A A I O || S5 N



(B, En)

, " / — 7™
de U sen odentoday consistentemente coando o madnz de drumsicon  (B7)iy-t
Renen  detesrminante posihivo.

poru cada 1= b

ome ejescde, poece demashal e s «oientudo _cunig.‘ﬁeyx(emenfe» dedne NG
celudon | de eguvalentic  scbre et t:c‘('\"jw\hv de bases erdencdos de U

Ddo ke bose! ocdevodel (B, En) de | espacio vecvrial rexl U, o lo clase
\~(__gi(‘~'ﬂ(.ic(

S
()
0N
0
S

Ep) |

WS y..op En )

X i« |7 1Y R
le l(Omﬁ\"ﬂQ_\ OHE_’P}Q{A-C-!"- ';)Q{-:ff V. s\)f’(‘(}%ﬁ‘f"(‘@ P Ur

F -y =
LEt, ... Tr
lo cientagon  que lu bose (E\ . . Ea) detemina, y | Por
: o
-1 Ei,..., Eod

}

o Lu o hentudon fpueﬁtu A expauo vecvral oo vna orientuuva: (8 llamamer  &pado watins)
Q1€ N

i |
OTeso,

(onde ¢n espudio vechwidd ceal ¥ ertd ociestudo, coalguier buie erientude, estd orienteda
pesihuamente  cwande petenete o lo dute de eguvalendy o la col peterece (o bae
pe detemin | edeatudeh de V, en cue conheori0 eitd oclentude vegabuimente.

B el o de o espad el vechsiale de Jimemiv% L0, A@{v'm‘mw [« orientuch wwo
elecadhy de ) ¢ -t

~

mple. |
Pa. @, la enentudon  deteminada pue lo bue candaica

(en,‘ On)

se conre  wmo orientudon  estundar.

%M 08 de S?c\afo be ;ztou.

Yimerd fooma | tvndamental ‘

%G’OL & UNtL %Upe(%‘de dik’renuu\o\e \d Pe%, Orbf}ﬂ‘/l'o pero f—l‘\a A' mqpu, })c'/l'neu/

CdDeg :Tobk T8 | R
(VW) = G, s = Uew

le llomanas peimera fuma Rdamental de S en p- Escibimoc

<‘.‘> = <‘) D .S @
5iem@(e % o hq\}(‘\ b_)g(‘"( a (—3{’&5(‘0‘6- P



Desulpetoh | a traves | de |pdramednzacidne

geu PQS '
s :(U— WuNns

{ . ‘ =
Jaa meme&n%uuon de Sen P- Poesto Qe
TS = span o, |

wn o (up) =p, S‘).&\oemas pura cade e en e CA pulo ’hnﬂen{‘e a S en p"ex(‘J(‘(:"r'\
Qw.bw ER onics tales qe

W = G T+ By o
Con eshe inkosmadion, les mapas  Roeales

C\fu_.‘TpS) —— 2l o ck\,: Tpg — {12
w > Ju(w)=qaw w b dy(w) =bw

Q\’u\n bien L\eg nides

Puesto e O, 7| ed bih‘nea\, vemas e

Cuw,wd = a3 o, o) + Rawbw {5a,0%> + b3 (oo o)
= BE@®w * AFawhw t&bS i
= BEdu)? 4 Q B dul)driw) + G dolw)®
en c&onc&(i
E = noﬂul\l, F= (0'7«,0"'v->1 C:r*—l\crvll?ﬁ

T
A la expresion

Edu?r + aFdadr + Gdot

se le denoming lu pﬁmem &mma &m&amenﬁ\ de le poramehizau@}, s (U =p.

S5i bien E.F G, du,dv Ckepemgen de T, en fj"’"‘@’“)' la prignen forme fndeamentul
depende de S | p
Longihd [ de [unal (@ebal sdbde | una Seperkiae

, \ , \ ﬁ :
Sean S ua sopershiae difeendable gy ¥ wa wrue sobre § contenide. en al\q\m
Pofc,\'\(’ (@) . Sabemes e

Y () = oUW, ()
e VY mMmapod ceal ua[uu&o; soawes . AsT
¥(1) = o 2'H) + on V),
par Lo ol
WAW I = PP E>= EaP) >+ 2Fu') v'¢) + God?
De ale modo, (0 dorrmalg
J(Eu®2 4 RF wvrw + 6N e db

Q=



reprasentn b [or;sravd de lu wrue ¥ (o pote de elle)

Ejemplo

(onsidecemes o soparhue de revolocion wyos  punty Hendo loe e
a(t8) = () eos(8), £ senier, g(»)

wn 1(.5 (Sumes cevpecto « t, ademes de e fh >0 pana fodos g pOub
voloses™ de 4 Y fnbi en

%l(‘F)Z {*3‘“7)12 T e = ol Je cupider Lnf{bf{a‘

LV
o (4,9 = (F) cort, /') send, g' (D)
S (‘:l@) = l " (4 ”O(IPI [ ( 4 Av (4) a
{o% oD |7 cos® 4') ‘[(“Q b )7 sen?(b) + 9 (4 NE L'+ g'(h)?
Se {\{- RS & Sen ‘ L] ot Cx ) fen (4

En &)rc: coae  ©btenemes

E‘:
F-= (6t,0e2=0O
G:= | rfall" =$(t)*

0 g lo conl g p{\‘meju J"WYYPQ Jirnclumenful de ot Jupe/f;‘u‘e ¢
dez 4042487
%emplﬂ.

Uny Sopetive reg\a&a e wm sobconjuiv de P ge ge @bhene cwando e reckn

&mmﬁd& Sene;q\nz se desplae. pcr wa 0 varid wroey a (s cwales densming mot
fecrees .

Par %“empbo, log alindres  son &Upent\‘d& rqﬂfaclcu
Consideremey o oo pore mete zada

3‘ (c« b) —» 123
direckiz de b s\)pu%“ute, reﬂ

SU@imaC(mo_\ Qe Q Seme‘c‘ /% ]n}'@bCCQQ £ en m pmh\ g por [o CUQ/ C"xmLé’
Cab) o\ ge

¢ = ¥ (u)
5( \&enc}umos G é(u c& UCdv( no Wﬁo Ajue lO c’lrecucm 06 ((,e 8emefa{~r% Q,;Le
poga pu 4, €nﬁ> la  gemealiz fiere tormdl

P =¥+ €8 con tER.
P Lo tants, wdlguier punte sobre & se descibe con lo Frmale
s (u4) = Hu) +E8w)
wn o Jefnido sobre |

U=Y(ut)e % . uc (ab) !



I\)O\’emos Qe

Gy =¥ @) + £8'()
o = 8w

por o ge o e cegolar si gy solo s ) +28 (w) g HW sen linealmente tnde perdiarty
Una 5upe(ﬁ‘de_ realcndq para (q cch
' S =a ¢ @ N0l

es tenstunte  scbre (ab), y puclele la geneakiz, s devomina on cilmdro
8@(\@‘&\\%&0.

Ea este case, notemes que
T b)) = olm, ) & Hu)-H ) =b-&)a

loq;te aos ladit @e o e inyechva coancle  cida  recte para/e/a o @ inteveca o A
s\ ver

Ndemas, se bene g

pos (o tante o es regolor i 4 lo s (o 3eme/o¥7i2 ho %Qn\gem‘é a b wrve
diredriz.

Br el cae de qe ¥ sew de rapide unifaria 5 e contenida en el planc @e
wonfiene o &, de Hene ge

E=lleal® =¥\ =t, F=ouozox@-2=0 G =leel?=Jlall®= |
en censewenda, lu pr meg forma fmdamentul de este cliodre 5myalp‘eacﬂo el

duz+ dt*

Superkices| isomédvicas
Dodos dos copesbaes Sy Sa decimos qe ©d Mapl

Ja-’ S.‘ __‘SL
& voe tsomelsic lowal | cvando pafa fda wue ¥ Sobre I, el moepce
Fo))

& Ut ot Sobre Sy de le misme (onﬁ{\vc\ Je ¥
Er asfe mse . decimos ge Sy Sx son lodm exle (somébricas
Coct ctes rackgn

Teoseme,

Sean S, 92 ©R?® z‘upe;(‘ide& cjf(@‘endu‘ole& Y

f\t S, —-h&?’

Suawe- de Hene Qe i ey una  isomehia locd 8/ g s0lo §/

@



Frrwy = vwr  pan wds vweERS;
pora ww.pe& , en donde

T[l ('%)' SLK TP Sl - % ’2 =
T e % iz Do Do i

1
Demos b cion
et pES c(ua‘-gx,;‘,é/c)rir Sea 8 (b)) — S wa wra pc«mme}vi,wé(a 7Cuda vlotzﬁ(‘fuﬁ &

: T ,
/(, e 1 de :L P DY

Veames Qe fox ey L voc curue Sobre Sy Tal que

1]

b L
/o {Hoe™)' @), (o) H)>,r i
b
[0 (), Do [0 )50k dt

L5, dr ANEEEEEEEEEERZ

Co w0 de o | Lo v By
ve +Henea | la misme bnm/uc

| ‘JC*((UlUU)p = <VI‘UU>p: | VV,U\J ETPS\;

b
| /a N () I dY

n

"

Grogos. o (2)  conduimes ge f e ina! itometric lowl

YA\f\t)fCH éQ@Q,ﬁgdeA Qe 4 €\ Una iS:OmE'ITI\Q (Ocal P@( (b "“Gﬂ'{b,
b S '
L A RO /Q PO ), b

pate cada tga &0 (0p) — S Bn eoncecvend o

REIONIDNSIEIFIC RIS HEEEN D]

pard cde | wron | ¥ sobrel S,

ch{cem% Qpe wa\g)Ael uedm v erae/nha a S ea p, Q@ m uedvf %anyenfe a g
v Sy, QA [ Glades a (3) | Je hene Qe | . I i |

{vvd = f’wmp '%;m;o,. (4)

Es,@\b\endo 9 (v) ] = < D, Yemaos g)e

(> = 1 ((a(weew) - g 1) -9 (w)) T denll [s) |
2 ,
/5\ oomlzinm (w) i ,(55 . o‘ojrehemos

A vw) pi‘« LV wdp pofa cada YweTp S,

l@ Qe Conc\u:\\je la demaoy Jvudeis

®



Close, martes (3 de jolio de 2021

Sopotaes (somebnas |
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